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& 引言
文［#］的主要结果是给出广义逆 "（!）#，$的有限算法，然后，在其推论 ! %&中给出了两个投影

算子 !"#，$ 与 !#，（"! $"）" 的有限算法 %

本文的主要目的是给出不必计算广义逆 "（!）#，$ 而直接计算上述两个投影算子的有限算法，
从而改进了文［#］推论 ! %&的结果 %
引理 ’［(］ 设 " # &’( )

* ，子空间 # $ &)，$ $ &’，*23# + *23$" + , % *，则 " 有满足
-（.）+ #，/（.）+ $ 的（!）逆 . 当且仅当

"# & $ + &’ （#）
此时 . 是唯一的，记作 . + "（!）#，$ %
引理 (［)］ 设 "，#，$ 如引理 #，并设条件（#）满足，则
!"#，$ + ""（!）#，$ !#，（"! $"）" + "（!）#，$" （!）

特别，!-（"），$ + ""（#，!）#，$ !#，/（"） + "（#，!）#，$ " （&）

’ 主要结果
定理 ’ %’ 设 "，#，$ 如引理 #，并设条件（#）满足，设 0 # &)( ’，满足 -（0）+ #，/（0）

+ $，定义序列｛12｝与｛!2｝如下：

1" + #，!" + "0，12 +
#
2 45（!23#），!2 + !"（!23# 3 124） （0）

2 + #，!，⋯
则 1, ’ " （.）

且 !"#，$ + #
1,
!,3# （1）

证明 由文［#］定理 ! %#知，若定义序列｛(12｝与｛52｝如下：

—##
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!!! " "，#! " $，!!% "
"
% #$（&’#%("），#% " &’#%(" (!!%$ （%）

% " "，&，⋯

则 !!) " !，’（&）*，+ " "
!!)

#)("& （’）

往下我们证明!!% " !%，,% " ’#%&，% " !，"，&，⋯ -实际上，我们已知!!! " !! " "，,! " ’&
" ’#!&，分别对序列｛#%｝与｛,%｝用数学归纳法容易得到

’#%& "（’&）% ." (!!"（’&）% (!!&（’&）% (" ( ⋯ (!!%’& （(）

,% "（’&）% ." ( !"（’&）% ( !&（’&）% (" ( ⋯ ( !%’& （"!）

% " !，"，&⋯
用数学归纳法且注意到 #$（&’#%）" #$（’#%&），不难证明!!% " !%，% " !，"，&⋯，进而我们得

’#%& " ,%，% " !，"，&⋯ -再由引理 &知 ,’*，+ " ’’（&）*，+ " "
!!)

’#)("& " "
!)
,)(" -证毕 -

定理 ! -" 设 ’，*，+，& 如上，定义序列｛/%｝与｛0%｝如下：

/! " "，0! " &’，/% "
"
% #$（0%("），0% " 0!（0%(" ( /%$） （""）

% " "，&，⋯
则 /) " ! （"&）

且 ,*，（’# +$）$ " "
/)
0)(" （")）

证明 由文［"］定理 & -&，若定义序列｛!/%｝与｛1%｝如下：

!/! " "，1! " $，!/% "
"
% #$（’&1%("），1% " ’&1%(" (!/%$ （"*）

% " "，&，⋯

则 !/) " !且 ’（&）*，+ " "
!/)

&1)(" （"+）

往下和定理 " -"类似，用数学归纳法证明!/% " /%，0% " &1%’，% " !，"，&，⋯ -再结合引理 &

得 ,*，（’# +$）$ " ’（&）*，+’ " "
!/)

&1)("’ " "
/)
0)("证毕 -

文［"］指出，许多常用的广义逆矩阵均是 ’（&）*，+型的，所以我们容易给出各种常用广义逆的
两个投影算子的有限算法的初始矩阵 ,!与 0! -
推论 ! -! 若用文［"］引理 ) -"与 ) -&的假设与记号，则对于各种常用的广义逆 2，相应的

投影算子 ’2 与 2’ 的有限算法中的 ,!与 0!如表 "所示 -

表 ! ,#、0#的取法

2 ’. ’.
34 ’5，6 （’,7）

. ’（5） ’（("）（7） ’（.）（7）
,! ’’# ’4("’#3 （8’）/.& ’00#’# ’/." ’99# ’00#

0! ’#’ 4("’#3’ （’8）/.& 00#’#’ ’/." 99#’ 00#’

" 数值例子
［例 $］ 设
—&"
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! ! ! $ & $ ’ $ & $ &#
! " % % $ $
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，

且 % " &（’），( " &（)），这里

’ "
! ! % ! ! ![ ]! % ! % ! !

!
，) "［! ! %］!，

计算（%）*!%，(；（"）*%，（!! ("）" +

解 显然 (#)% " "，设 , "
% ! ![ ]! % !

，则 ( " -（,）+取
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! ! ! % ! !









! ! ! ! ! !

!

，
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（%）*! " !. "
# ! !
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用定理 % +%中算法，我们有
/% " *+（*!）" *+（!.）" # $ &，

*% " *!（*! $ /% 0）"
&# ! !
! &# !
& $


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，
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从而 *!%，( " %
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用定理 % +"中算法，我们有
3% " *+（2!）" # $ &，

2% " 2!（2! $ 3% 0）"
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