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［摘要］ 数组｛((，#)$，*#，)#，#"!｝和｛&)，#!$，#&*｝中前一个数的平方的数码平方和等于相邻的后一个数，最后

一个数的平方的数码平方和等于数组的第一个数 ’对任给的自然数 !，"（!）定义为 !!的数码平方和，记 "#（!）#
"（!），"$（!）# "（ "$%#（!）），$!!，!表示自然数集，则一定存在 $!，当 $" $!时，"$（!）!｛#｝#｛((，#)$，*#，)#，#"!｝

#｛&)，#!$，#&*｝，"（!）的这一性质称为最终有限循环 &本文给出了一个数论函数为最终有限循环的充要条件 &

［关键词］ 数码；数论函数；循环集

［中图分类号］+#*$；［文献标识码］,；［文章编号］#""#!)$#$（!""#）"!!""#*!"(

" 引言
设 "（!）为定义在 $! !上的数论函数，! 表示自然数集，记 "#（!）# "（!），"$（!）#

"（ "$ %#（!）），$! ! &若自然数集的有限子集 ’ #｛(#，(!，((，⋯，()｝满足 "（(#）# (!，"（(!）#
((，⋯，"（()%#）# ()，"（()）# (#，则称 ’为 "（!）的一个有限循环集 &若存在 "（!）的有限个循
环集 ’#，’!，⋯’*，满足对任给的自然数 !，总存在 $!，使得 "$!（!）! ’## ’!#⋯# ’*，则称

"（!）为最终有限循环的数论函数 &如函数：

"（!）#
!
!， ! 为偶数

(! + #， !
{

为奇数
著名的 -.//012猜想说，对任给的自然数 !，总存在 $!，使 "$!（!）!｛#，)，!｝&这一猜想至今仍未

被解决，但关于这一猜想有许多研究工作［#，!，(］&
在［)］中，史可富，王明强证明了如下有趣的结果：对自然数 !，定义!（!）为 ! 的数码平方

和，则对每一个自然数 !，存在 $!，使!$!
（!）!｛#｝#｛)，#$，(&，*3，3%，#)*，)!，!"｝，即!（!）为最

终有限循环的数论函数 &最近程林凤将!（!）的定义改为!（!）4%
)

, 4 #"（(,），! # () - #") %# + ()%#

- #") %! + ⋯ + (#，"（(）为非负整值函数，同样也证明了!（!）为最终有限循环的数论函数 &
对于任给的数论函数，本文给出了其为最终有限循环的充要条件，并计算了两个有趣的例子 &

# 主要定理及证明
定理 设 "（!）为定义在!$!上的数论函数，"$（!）为引言中所定义，则 "（!）为最终有

限循环的充要条件为：存在 !"，当 ! . !"时，存在 $! ! !，使得 "$!（!）/ ! &
证明 设 "（!）为最终有限循环的数论函数，且 ’#，’!，⋯’*为 "（!）的有限个循环集 &取

—*#

&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&

—

第 !)卷第 !期
!""#年

南京师大学报（自然科学版）

5+678,9 +: 8,85;8< 8+7=,9 68;>?7@;AB（801CD0/ @EFGHEG）
>./’!) 8.’!

!""#

  万方数据



!! " "#$｛! # !! $%" $&"⋯" $%｝，对任给的 ! & !!，存在 ’!，(’!（!）! $%" $&⋯" $%，

即 (’!（!）# !! ) ! *
反过来，若存在 !!，当 ! & !!时，存在 ’!，使 (’!（!）) ! *当 ! & !!时，由条件知存在 ’!，

使得 (’!（!）) !，若 (’!（!）& !!，则存在 ’+!，使得 (’! , ’+!
（!）) (’!（!），如此下去，一定存在 ’，

使得 (’（!）# !!，这样我们只要证明对任给的 -，%# -# !!，总存在 (（!）的循环集 $（-）及
’-，使得 (’-（-）! $（-）*
假定 %# -# !!，若 (（-）& !!，则由上面的讨论知存在 ’，使得 (’ ,%（-）# !!，所以一定

存在序列 %# .% ) .& ) ⋯ ) .! ) ⋯，使 (./（-）# !! *由抽屉原理，存在 0 ) /，使得 (.0（-）"
(./（-），取 $（-）" ｛(.0（-），(.0,%（-），⋯，(./1%（-）｝* 仿此方法我们找到了 $（%），$（&），⋯，

$（!!）*
定理证毕 *

! 应用举例
［例 "］ 令 (（!）表示 &! 的数码的平方和，则 (（!）为最终有限循环函数，且｛’’，(&｝，
｛&)｝，｛%*+｝，｛%，*，,*，,+，(*，-%，*%，,-，*,，-)，)!｝为 (（!）的所有循环集 *
证明 令 &! " 2. 3 %! . 1% , 2.1% 3 %! . 1& , ⋯ , 2%，当 . $ *时，(（!）" 2&. , 2&. 1% , ⋯

, 2&
%# -% . ) %

& 3 %! . 1%# !，即当 !$ )!!，有 (（!）) ! *当 &&(# ! ) )!!时，(（!）# (（*++）

" +& 3 & , -& " &&, ) ! *当 %))# ! ) &&(时，(（!）# (（%++）" ’& , +& , -& " %)* ) ! *当 %)!

# ! ) %))时，(（!）# (（%)*）" (’ ) ! *当 ! " %*+时，(’（!）" %*+，’ ! #*当 %’’# ! ) %*+
时，(（!）# (（%**）" && , -& 3 & " %’& ) ! *当 ++ ) ! ) %’’时，(（!）# (（%&+）" +’ ) ! *综上
知当 ! $ %!!且 !% %*+时，(（!）) !恒成立 *当 !# ++时，通过具体的计算，求得 (（!）的所有
循环集 *表 %为简要的计算过程 *

表 " 循环群计算过程表

! ++ +- +( +, +) +* +’ +& +% +! -+ -- -( -, -) -* -’ -&
(’!（!） -+ *+ *+ -, -& +’ - -% ,+ ,) (& -, ,, )* )! - (’ )’

! -% -! (+ (- (( (, () (* (’ (& (% (! ,+ ,- ,( ,, ,) ,*
(’!（!） *% ’( ,) ,& *& ’! &, *% )’ ’’ &% %( *% *, &, %* %! *%

! ,’ ,& ,% ,! )+ )- )( ), )) )* )’ )& )% )! *+ *- *( *,
(’!（!） *% &% + ) %* ’- %- , & %! ’( %( ) % % &+ % %

! *) ** *’ )& *% *! ’+ ’- ’( ’, ’) ’* ’’ ’& ’% ’! &+ &-
(’!（!） *% %! * ’( % % %! % %! %! % * ’’ %( % %! ’’ +

! &( &, &) &* &’ && &% &! %+ %- %( %, %) %* %’ %& %% %!
(’!（!） % ’’ &) %! %( %( &! %, %! % &) %’ + % % % - *

! + - ( , ) * ’ & %
(’!（!） * * &) ) % % % % %

注：（%）表中 (’!（!）一栏表示第 ’! 步的计算结果 *（&）在运算过程中出现以下三种情形之一即停止 *第一种情形：(.（!）

) ! * 若 (（!）& !，则可从前面的结果中查找直至某一步 (.（!）) ! * 第二种情形：(.（!）" !，说明数组｛!，(%（!），

(&（!），⋯ (.1%（!）｝形成 (（!）的一个循环集 *第三种情形：若 (.%（!）" (.&（!）& !，则说明 (.%（!）已进入前首的一个循环集 *由

上表中我们得到 (（!）的 *个循环集｛’’，(&｝｛%*+｝｛&)｝｛%，*，,*，,+，(*，-%，*%，,-，*,，-)，)!｝*

［例 !］ 令 4（!）表示 !&的数码平方和 *则 4（!）为最终有限循环数论函数，且其所有循
环集为｛%｝，｛’’，%*,，)%，*%，%!&｝，｛(*，%&,，%()｝
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证明 同例!的方法 !令 "" # $% & !# % ’! ( $%’! & !# % ’" (⋯ ( $!，""! !# % ’!，当 %! $时，

)（"）" %" & % * !#
% ’!
" " " 恒成立，即当 " ! !#&时，有 )（"）* " 恒成立 !当 ’($" " * !#&

时，)（"）" (! & ) # ’() * " !当 ’#$" " * ’($时，)（"）" !" ( %" & * # ’#) * " !当 &*!"
" * ’#$时，)（"）" !" ( *" ( %" & ’ # &*# * " !当 &"$" " * &*!时，)（"）" !" & " ( %" &
’ * " !当 &!’" " * &"$时，)（"）" )（&!)）# "($ * " !当 " * &!’时，我们仿例 !的计算步
骤，借助于平方表具体计算循环集，本文略去其过程，给出结果｛!｝，｛&&，!’)，*!，’!，!#"｝，｛$’，
!")，!$*｝!

! 评注
（!）由本文的定理知，许多数论函数为最终有限循环，如 +（"）为 "* 的数码的平方和，或

+（"）为 " 的数码和的 *次方幂 !但一般说来，要计算出这些函数的最终有限循环集并不容易 !
（"）我们不知道如下函数是否为最终有限循环的数论函数，其中 , 为给定的素数 !

+（"）#
"
, ， , "

",’! ’ !， ,#
{

"
（&）如果将自然数集 "换成整数集的一个无穷子集 -，对定义在 -上，取值在 -中的函数

+（"），定义相应的 +.（"）及最终有限循环的概念同样可以证明如下结论：
+为最终有限循环的充要条件是存在"# / #，当 " / "#，"$ -时，存在 .，使得 +.（"）

* " !
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