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关于图的拟拉普拉斯谱的注记
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［摘要］ 给出正则图的拟拉普拉斯谱的一些性质，研究图的拟拉普拉斯特征值重数的关系，得到 !" , #$
（ $）-

!"（ $），!"!%.
（#）- !"（#）&

［关键词］ 谱；正则图；连通和；重数

［中图分类号］%#’+*’；［文献标识码］/；［文章编号］#""#!0)#)（!""#）"!!""!.!".

本文中我们考虑的图是简单无向的，未说明的术语与记号见［#］&
设 " ’（(，)）为顶点集 ( ’｛*#，⋯，*+｝，边集 ) ’｛,#，⋯，,!｝的简单图 & -（"）定义为

一个（"，#）矩阵（./0），其中 ./0 ’ #当且仅当 */ 与 *0 邻接 & 1（"）表示 " 的顶点度对角矩阵 &
2（"）’ 1（"）3 -（"）& -（"）和 2（"）分别称为图 " 的邻接矩阵与拟拉普拉斯矩阵 &显见
-（"）为实对称矩阵，2（"）是实对称半正定矩阵 & -（"）的特征值和2（"）的特征值分别称为
图 " 的谱和拟拉普拉斯谱 &故我们可按递减顺序表示 -（"）的特征值为

!"（"）"!#（"）"⋯"!+4#（"）；

按递减顺序表示 2（"）的特征值为""（"）""#（"）"⋯""+4#（"）" " &

! 正则图的拟拉普拉斯特征值的一些性质
若 "是一个 5 4 正则图，则有 2（"）’ 56 3 -（"）&因此对于 5 4 正则图，-（"）特征值和

2（"）的特征值有关系：

"/（"）’ 5 3!/（"）&
定理 # &!［!］ 图 "是二分图的充要条件为!/（"）3!+4 / 4#（"）’ "（ / ’ "，#，⋯，+ 4 #）&
从定理 # &#对正则图我们有：
定理 ! &" 一个 5 4 正则图 " 是二分图的充要条件为"/（"）3"+4 / 4#（"）’ ! 5 &
定理 ! &#［"］ 若 " 是一个 5 4 正则图（阶数" !），则
（#）!/（"）3!+4 /（"）’ 4 #；

（!）!"（"）’ 5，且其重数等于 " 的连通分支的个数；

（.）5 4 + #!/（"）# 5；
（0）123｛5 4 +，4 5｝#!+4#（"）#4 #；
（’）!$（"）# 5 4 #，$ $｛+ 4 5，⋯，+ 4 #｝；
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（!）!"（!）" #的充要条件为 ! 是完全 # 分图（# $ %）；
（$）! 是二分图，则!%& ’ &"（!）"!%& ’（!）( "；
（%）若 ! 至少四个顶点，则!&（!）!& "；
（’）!&（!）$ #，则 ! 是二分图；
（"#）若!&（!）" & "，则 ! 是完全分图加上可能的孤立点 )
由定理 & )(易得：
定理 ! )" 若 ! 是一个 * & 正则图，则
（"）"’（!）("%& ’（!）" % & &；
（&）"#（!）" & * 且其重数等于 ! 的连通分支数；
（(）& * & % ""’（!）" & *；
（)）*+,｛& * & %，#｝""%&"（!）" * & "；
（-）"#（!）" & * & "，# #｛% & *，⋯，% & "｝；
（!）""（!）" * 的充要条件为 ! 是完全 # 分图；
（$）! 是二分图，则"%& ’ &"（!）""%& ’（!）( % & & *；
（%）若 ! 至少有四个顶点，则"&（!）! * & "；
（’）"&（!）$ *，则 ! 是二分图；
（"#）若"&（!）" * & "，则 ! 是完全二分图加上可能的孤立点 )

# ! . "# 与! 的拟拉普拉斯特征值的重数间的关系

设 !" "（+"，,"），!& "（+&，,&）是两个顶点集不交的图，!"，!&的连通和 !" . !& "（+，
,），其中 + " +"$ +&，, " ,"$ ,&$ -，其中与 - 关联的顶点一个在 +"中，而另一个在 +&

中，.!（"）表示 ! 的拟拉普拉斯特征值"的重数 ) /# " 0"，#&"，则易知，（"，"，⋯，# & "）是
1（/#）对应于特征值 # 的一个特征向量 )
定理 # )! 设 ! 是 % 阶非空图，2 " ! . /#，# 3 "，则 .!（#）" .2（#）)
证明 顶点按以下编号：2 " ! . /# 是连接 ! 的最后一个顶点与 /# 的第一个顶点而得

到 )设 1 " 1（!），1% " 1（/#），1 . " 1（2），由顶点的显见顺序，我们有：
1 . "（1 & 1%）( 4，

这里 4 "（5’6）是（% ( #）7（% ( #）矩阵，其中

5’6 "
"，若（ ’，6）#｛（%，%），（% ( "，% ( "），（%，% ( "），（% ( "，%）｝；
#，否则{ )

8 "（8"，⋯，8%）
9是1%对应于特征值 #的特征向量，我们可选定 8" " "，我们将利用 8

产生 /01（1 & #:%）到/01（1 . & #:%( #）的一个线性双射 ;’ ; . )对 <#$%与=#$#，用< ( =
表示它们的毗邻 )则对 ; # $%，; "（;"，⋯，;%）9定义 ; . " ;(（& ;%）8 )显见 ;’ ; . 是线

性一一的 )因 ; . 的第 % 个与第 % ( " 个坐标互为相反数，4; . " #，从而 1 . ; . " 1; (
（& ;%）1%8，每当 ;是1对应于特征值 #的特征向量，; . 就是 1 . 对应于特征值 #的特征向
量 )余下来需证明 1 . 对应于 #的特征向量对某;#/01（1 & #:%）是 ; . 的形式 )假定 <#$%，

= # $# 且 < ( = 是1 . 对应于 # 的特征向量 )我们首先断定 = 是 8 的倍数，考虑两种情况：
情况 ! /#的第一个顶点是悬挂点，在这种情况，我们可以假定 /#的顶点顺序是第 #个顶
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点有度 ! " !，而 # $（!，!，⋯，! " !）% &我们阐明 ’ $ ’!# &对 ! ( ) ( !（当 ! * "），我们从
+ #（, ! ’）$ !（, ! ’）的第 - . ) 行断定 ’! $（! " !）’) &对第 - . ! 行类似，’! . ’" . ⋯

. ’!"! .（! " !）’! $ !’!，它也有（! " !）’! $ ’!，从而有 ’ $ ’!# &

情况 ! /!的第一个顶点有度 ! " !，在这种情况，#! $ !，#" $ ⋯ $ #! $ !
! " !（当 ! $

"，两种情况一致）&我们用相同的理由可推出（! " !）’) $ ’!（ ) $ "，⋯，!），因此 ’ $ ’!# &
我们已表明$%&（+ # " !0-. !）是由 ,! 1#形成的，余下来仅须表明 1 $ " ,-且,"$%&（+

" !0-）&而 !（, ! 1#）$ + #（, ! 1#）$（+, ! !1#）.（’，⋯，’，,- . 1）% !（,- . 1，’，⋯，

’）%，我们比较第 - . !行有 !1 $ !1 . ,- . 1，从而 1 $ " ,-，最后比较前 - 行推出+, $ !, &
我们用 2 # 3(表示 2 的某一顶点与 3(的悬挂点相连而得到的图 &
定理 ! &! 设 2 是 - 阶非空图，4 $ 2 # 3(，则 52（!）$ 54（!）&
证明 设 3(的第二个顶点为二度点，则 # $（!，’，" !）是 +（3(）对应于特征值 !的特

征向量 &设 4 $ 2# 3(是由 2的最后一个顶点连接3(的第一个顶点而得 &设 +、+6与+
7
分别

表示 2，3(与 4的拟拉普拉斯矩阵 &则由定理 " &!的证明，+
7
$（+$ +6）. 8，这里 8 $ ’-"!

$
! !( )! ! $

’" &

由定理 " &!的证明，事实表明映射 9 % 9 !（" 9-）#是 $%&（+ " 0-）到 $%&（+
7
" 0-.(）的

线性双射，如果 , ! ’ 是+
7
对应于特征值 !的特征向量，则有 ’" $ ’且 ’( $ " ’!，由定理 " &!

的证明我们有结论 ’ $ " ,-#，因此，,! ’ $ ,!（" ,-）#，这里 ," $%&（+ " 0-），故定理结
论成立 &
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