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［摘要］ 信赖域方法是解无约束优化问题的有效的和可靠的方法 (共轭梯度法由于不需要矩阵计算和存贮，

成了解大型问题的首选方法 (在本文中，我们提出了解信赖域子问题的三项预处理共轭梯度法，并将这个方法

嵌入解大型最优化问题的信赖域算法中 (文章讨论了方法的特性，证明了方法的总体收敛性质，并给出了有限

的数值试验 (
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! 引言
考虑求解无约束最优化问题
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这里 $（!）是连续可微函数 %
信赖域方法是目前解无约束最优化问题（#）的最重要的方法之一 %这个方法具有很强的

总体收敛性质和较快的局部收敛速度 %不像线搜索方法每次仅在一维情形获得模型问题的一
个极小点，信赖域方法每次迭代总是寻找一个以 !& 为中心的广义球
｛!& ’
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上的“最好的点”%假定在这个广义球内，二次模型是目标函数的一个合适的模拟，我们就利用
# 维二次模型的极小点 )&作为搜索方向；否则，我们就拒绝利用这个方向 %
在信赖域方法中，如何求解信赖域子问题是一个关键问题 %通常采用的信赖域子问题是基

于二次模型的，即
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其中，,& 是目标函数在当前点的梯度，.& 是目标函数的 /0110近似，"& 0 "是信赖域半径 %目
前，解子问题（!）的主要方法是牛顿法和拟牛顿法 %
然而，当变量的个数变得很大时，牛顿法和拟牛顿法的效果就受到了影响 %在这种情形，共

轭梯度法就成了处理信赖域子问题的理想方法 %
230-4567（#%8’）提出了用预处理共轭梯度法（9:0;<.=-3-<.0= >?）解信赖域子问题 %在这个

著名的工作中，他设计了三个停止准则，即除了正常情况下，按照预处理>?方法得到搜索方向
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（或搜索点）!"外，当搜索方向 !"在信赖域外或 !"是模型!"##"的负曲率方向时，都要求新的解
点直接在信赖域边界上，即求! # $!!

使得

!" $!%

!!

" & !"，

并令 !"$% & !" $!%"作为下一次子问题的搜索方向 ’类似于通常的信赖域方法，对于成功迭代，
&’"()*+,方法接受子问题的解作为下一次迭代方向 ’对于不成功迭代，("$% & ("，丢掉了 !"所含
有的有用信息 ’对于某些问题，如果频繁地不满足下降性条件，频繁地令 ("$% & ("，便大大减
弱了方法的效率，使方法难以较快前进 ’在本文中，我们企图通过采用三项预处理-.方法来克
服这个问题 ’
对于解信赖域子问题，充分下降性条件是重要的 ’设目标函数 )（(）的实际下降为
/0"1（ !"）& )（("）* )（(" $ !"） （2）

目标函数 )（(）的预测下降，即模型函数 +"（ !）的下降为
30"1（ !"）& +"（$）* +"（ !"）& * +"（ !"） （4）

356"77（%89:）证明，如果信赖域步长 !" 满足
30"1（ !"）"
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则求解最优化问题（%）的信赖域算法产生的点列收敛到目标函数的极小点 ’（:）给出了每步
迭代中模型函数下降的一个下界 ’从（:）和信赖域算法，我们立即得到
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（=）给出了信赖域算法在每步迭代中目标函数的实际下降的一个下界 ’这个实际下降表达式
（=）对于我们证明信赖域方法的总体收敛性是至关重要的 ’
本文组织如下：本节引言之后，在第一节描述了三项预处理共轭梯度法解信赖域子问题的

算法，并给出了收敛性证明；在第二节，我们给出初步的数值试验结果 ’结果表明，三项预处理
共轭梯度法有一定的优越性 ’

! 算法和收敛性
调比或预处理技术对于最优化算法是十分重要的，同样地，它们在信赖域方法中也是十分

重要的 ’例如，当模型 !"##"是坏条件时，即其特征值分布很分散，采用调比技术，或预处理技
术，或加权范数，可以有效地改善其特征值结构，进而改善算法的收敛性质 ’为此，我们采用三
项预处理共轭梯度法解信赖域子问题 ’
考虑信赖域子问题
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其中

!!

! >
2 & !02! ，是向量的 2#范数，2 是 3 4 3 对称正定矩阵 ’为方便起见，在（9）中

我们暂时忽略下标 ’
?"*7"（%89>）提出了三项共轭梯度法，我们对其进行预处理加工 ’并将它融入解信赖域子

问题中 ’这样，我们得到的下述算法就是 &’"()*+,算法的一个改进 ’
算法 !（解信赖域子问题）’

步 $ 给出 -$ 53，/$ 534 3，$ # $，56为布尔控制变量，如果 56 & ’ 1789 ’，则 !% & $，否则

!% & !% ’ -% & -，:% & 2*%-%，%% & * :%，" & % ’
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步 !

!!

如果 !

!!

" "!，令 ## $ #"，停止；否则，计算 %"&’%"；如果 %"&’%" " "，转步 #；
计算"" $ !&

"(" ) %&
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步 $
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如果 #" +""%
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" $!*转步 #；否则，#"+! $ #" +""%"，!"+! $ !" +""’%"，("+! $ ,-! !"+!，

#" $ !&
"+! ("+! ) !&

"("，

$" $
"， 当 " $ . + !时

!&
"+!,-!（!.+! - !.）

%&. ,-!（!.+! - !.）
， 当 " / . + !时{ *

%"+! $ - ("+! +#"%" +$"%.，" $ " + !，转步 ! *
步 #

!!

解 #" +"%

!!

" $ !得到"" $ " *令 ## $ #" +""%" *停止 *
在以上算法中，如果 %"是负曲率方向，或者所产生的 #" +""%"在信赖域外面，我们都令新

点 ## $ #" +""%" 在信赖域边界上 *将上述算法融入信赖域算法，我们就得到极小化问题（!）
的采用三项预处理 %&方法的信赖域算法 *
算法 !（采用三项预处理 %&方法的信赖域算法）*

步 " 初始点：给出初始点 0!，初始信赖域半径!! / " *!$ "，" 1% 1& 1 !，" 1$! 1 ! 1
$$ *令 " $ " *
步 !

!!

如果 % 2（0"

!!

） "!，停止 *
步 $ 用三项预处理 %&算法 !解 ’(子问题，得到近似解 #" *
步 # 计算

3" $
2（0"）- 2（0" + #"）

- 4"（0" + #"）
*

令

0"+! $
0" + #"， 如果 3" /%

0"， 否则{ *
步 ) 校正信赖域半径：

!" +! $
$!’"， 如果 3" /%，

!"， 如果 3" &［%，&），

$$!"， 如果 3" $&
{

*
步 * 校正 ’"；令 " $ " + !，转步 ! *
显然，在不成功情形，0"+! $ 0" *如果这种情形频繁地发生，算法的效率将大受影响 *为了

对付这种情形，我们可以在算法中采取下面两种措施：

措施一：减小%，例如取% $ " *"!或 " *""! *在我们的算法中，% $ " *"!，& $ " *+，$! $ !
$，

$$ $ $ *
措施二：我们认为，在不成功情形，0"+! $ 0"，将丢掉计算得到的 ## 所含有的有用信息 *

为此，我们可以在不成功迭代时，以 ##为再开始方向，用三项共轭梯度法再做，期望得到较好的
效果 *我们的算法中，设置了布尔控制变量 56，在不成功迭代 56 $ * 789:;6 *，这时以 ##为再开
始方向进入三项 %&算法子程序；否则，56 $ * &596 * 在下一轮解子问题算法中，## $ " *
我们首先证明我们的算法满足充分下降性条件，然后给出总体收敛性定理 *
定理 " 设 ## 是（,）的近似解，则
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这里 ’( " *# +(，’) " *# +)*#%，, " *+* -
证明 显然子问题（,）

()* (+% . %
& %+)%

% - /

##

-

##

% , $!
等价于

()* (+% . %
& %+)%

% - /

##

-

##

*% $! （-）
令 0 " *%，’( " *# +(，’) " *# +)*#%，则（+）等价于

()* ’$!（0）" ’(+0 . %
& 0+’)0
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这样，我们容易得到下面的不等式
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其中，0!是 ’$!（0）的近似解，%"是 ’$!（0）的精确解 -
注意到用三项共轭梯度法解子问题产生的序列｛%!｝满足近似解的要求，因此算法 %产生

的 %! 满足定理 %中的不等式（+）-
下面，我们给出算法的总体收敛性定理 -##

我们假定

’ ##) $#
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， *#
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% $#%

其中#和#%是正常数 -
定理 ! 如果 1 2 34 & 3 连续可微且下有界，那么由算法 &产生的序列满足
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今假定存在$ 6 ’，使得对于充分大的 !
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， ’(（ 5!

##

） "$-现在我们来证明

(
./

! " %
!! 7 . / （%1）

成立 -
如果算法只有有限多次迭代是成功迭代，那么对于充分大的 !，!! .%$%%!!，从而（%1）显

然成立 -如果存在无限多次成功迭代，由于我们的算法满足定理 %的结论，故从（+）可知，无穷
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序列｛!"｝满足
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由算法 #和 $%&’((（")*+），得到
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从而（"-）成立 ’
此外，从我们的算法 "##

可知，无论在哪种情形终止，我们都有

(!#" & (

##

! "!! （"+）
从而由!! $ .得到｛(!｝收敛 ’

##

进一步，若 ) ##* ""
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" """由（".）有

),（-%）& )./-% "
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于是

,!（ 0%）& ./0% "
"
#"!

#
! （"/）

从而存在#! $ .，满足

1（(! # 0%）& 1（(!）& ,!（ 0%） "#!!! （"*）
但是，定理 "告诉我们

& ,!（ 0%）&
"
# 2.$!!，对某个$ 3 . ’

从而，（"*）两边同除以 & ,!（ 0%），并令 ! $ !，得
4! $ " ’
这表明!! #"&!!，即｛!!｝不可能收敛到零 ’这与（"-）矛盾 ’这个矛盾证明了定理的结论

正确 ’

! 数值结果
我们对 01’23456算法和改进的算法分别编程进行了有限的数值试验，一个函数是优化的

标准测试函数 7’4(’ 859:12%9，另一个函数为 1（(）$（(" & #）# #（(# & ".）,，初始点为（"，"）’实
验结果如表 " ’

表 " 数值试验结果

7’4(’ 859:12%9

算法 迭代次数 终值点 梯度值

01’23456 算法 ",/ （- ’...-) ，. ’+..".） （ ; " ’#+#". ’ ; +，" ’"","* ’ ; ,）
改进的算法 *# （# ’))))- ，. ’,)))<） （ ; " ’-,"<* ’ ; ".，; ) ’*#-,) ’ ; /）

1（ (）=（ (" ; #）# >（ (# ; ".）,

算法 迭代次数 终值点 梯度值

01’23456 算法 ### （" ’))))) ，) ’)*".-） （ ; " ’"+",+ ’ ; <，" ’<"-)- ’ ; -）
改进的算法 ") （# ’..... ，) ’)<*"+） （, ’#"<<, ’ ; "-，; < ’,*,.+ ’ ; /）

从有限的数值例子可以看出改进的算法比 01’23456 算法较好 ’进一步的数值试验仍需
进行 ’
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