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［摘要］ -,./0123401，5, 5, 6734，杨乐，王跃飞，宋国栋等学者曾研究过一类形如 ! "（ !（ #））$ 单项式的模分布问

题，本文研究与之相应的正规定则 ,例子表明本文的正规定则中对函数零点重级的限制是必要的和精确的 ,
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国内外许多学者曾研究过单项式 ! "（ !（ #））$ 的模分布问题 %
定理 ! 设 !（ &）为平面上超越亚纯函数，"，$，# 为正整数，则：
（#）当 "!:，$!#，#!#时，! "（ !（ #））$ 取任何非零有穷复值无穷多次（./0123401［#］）；
（!）当 " ; !，$!!，#!!时，! "（ !（ #））$ 取任何非零有穷复值无穷多次（5, %, <=0 73> 5, 5,

6734［!］）；
（:）当 " ; #，$!!，#!#时，! "（ !（ #））$ 取任何非零有穷复值无穷多次（杨重骏，杨乐和王跃

飞［:］，张中发和宋国栋［$］）%
本文研究与定理 #相应的正规定则问题，得到：
定理 " 设区域 ’ 上的全纯函数 (（ &）""，"，$，# 为正整数，区域 ’ 上的一个亚纯函数族

! 是正规的，如果对于族 ! 中每个函数 !，只有至少 # 级零点，且在 ’ 内恒满足下列条件之一：
（#）当 "!:，$!#，#!#时，! "（ !（ #））$"(；
（!）当 " ; !，$!!，#!!时，!!（ !（ #））$"(；
（:）当 " ; #，$!!，#!#时，!（ !（ #））$"( %
一个不正规的例子｛$&# ? # @ $，###｝（在原点附近考虑）表明本文定理 !对函数零点重级

的限定是必要的和精确的 %

另一个不正规的例子
#
$& @ $#{ }#（同样在原点附近考虑）表明定理 !中的全纯函数 (（ &）

不能换为常数零 %
A7BC73［(］提出一个关于正规族的猜测如下：
$%&’%(猜测 亚纯函数族 ! 是正规的，如果 ! 内每一个函数 ! 都满足 ! "!)"(，其中 " 是

给定的正整数，( 是给定的非零有穷复数 %
A7BC73猜测已被庞学诚［#"］（ "!!），陈怀惠和方明亮［)］（ "!#）所解决 %
容易看出，定理 !试图推广 A7BC73猜测，因而是有意义的 %特别是当定理 #中 # ; #情形
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结论正确时，本文方法可以使得定理 !中 ! " #情形结论亦正确，而这正是 $%&’%(猜测的推
广 "
本文采用 )*+%(,-((%理论中的标准记号［.］"

! 几个引理
引理 ! 设 #（ $）为平面上的亚纯函数，% 为非零有穷复数，&，’，! 为自然数，若 #（ $）满足

下列条件之一，则 #（ $）必蜕化为常数 "
（#）当 &!/，’!#，!!#时，# &（ #（ !））’"%；
（!）当 & " !，’!!，!!!时，#!（ #（ !））’"%；
（/）当 & " #，’!!，!!#时，#（ #（ !））’"%；
证明 若 #（ $）不为常数，由定理 #知 #（ $）不可能为超越函数，而当 #（ $）为有理函数时不

满足引理 #中（#）（!）（/）式 "引理 #证完 "
引理 " 引理 !的条件（#）（!）（/）分别换为：
（%）当 &!/，’!#，!!#时，# &（ #（ !））’#%；
（0）当 & " !，’!!，!!!时，#!（ #（ !））’#%；
（1）当 & " #，’!!，!!#时，#（ #（ !））’#%，
则结论也成立 "
证明 以条件（%）为例加以证明，其余类似 "若 #（ $）非常数，则由条件（%）易知 # ( # 为整函

数并且

#’ 2 & #（ !）( )#
’
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从而

（’ 2 &）) *，#( )# "（’ 2 &）+ *，#( )# $,34 2 #
% 2 ’+ *，#

（ !）( )#
" 5（)（ *，#）），*%6，

至多除去一个线性测度有穷的关于 * 的集合成立 "矛盾 "引理 !证完 "
下述 78 9:1’%(引理［;］的推广是不久前由陈怀惠和顾永兴［<］建立的 "
引理 # 设 ! 是一个正整数，! 是区域, 上的一个亚纯函数族，其中每一个函数只有至少

! 级的零点 "如果 ! 在点 $5&, 不正规，则对于任意的!&（5，!），存在 , 中的点列 $’，正数序
列"’，! 中的函数序列 #’ 使得 $’% $5，"’%5，而"

=!
’ #’（ $’ 2"’#）在任意圆｛# $-｝上按照球

面距离一致收敛到#平面上一个非常数亚纯函数 "

" 定理 "的证明

假定族 ! 在 $5&, 不正规 "取!" ’!
’ 2 &，则 5 >!> !，由陈怀惠和顾永兴的一个结果（即引

理 /）知，存在相应于!的, 中的点列 $+% $5，正数序列"+%5及函数序列 #+&!，使得

.+（#）""
=!
+ #+（ $+ 2"+#）

在任意圆｛# $-｝上按照球面距离一致收敛到平面上一个非常数亚纯函数 .（#）"由引理 #
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知：一定存在!!!!使

!"（!!）（!（ #）（!!））
$ " %（ &!）# ! （$）

且易知 !（!!）"!，% ’经计算有

!"
(（!）（!（ #）

(（!））
$ " %（ &( &"(!）# ) "（ &( &"(!）（ )（ #）

(（ &( &"(!））
$ " %（ &( &"(!）"! ’

而上式最左端内闭一致收敛于 !"（!）（ !（ #）（!））
$ " %（ &!），由 ’()*+,-定理知此式或者恒为 !，

或者恒不为 ! ’由（$）式知 !"（!）（!（ #）（!））
$ " %（ &!）#!，这与引理 .矛盾 ’定理 .证完 ’
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