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代数多项式对可微函数的一般保形同时逼近
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［摘要］ 应用带 ()*+,-)约束条件联立逼近的结果，讨论了有限区间上可微函数借助于代数多项式的一般保形

同时逼近，得到相关的几个结果 &
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! 引言
设 !（"）! #［$#，#］是逐段单调的函数，即仅在有限个点上改变其函数的单调性 %用" &

表

示阶不超过 &的代数多项式全体 %2& 3& 45,)6［#］和7& 8 &9):+;<［!］用共单调的 &阶代数多项式去
逼近逐段单调的函数 !（"），得到逼近度的 8;=>?@<型估计式：
#’&（ !）：( ,<A

$$
｛ !（"）$ )&（"

$$

） )&（"）!" &
，)&（"）在［$ #，#］上

与 !（"）共单调｝% #!（ !，#&） （#）

这里!（ !，*）是 !（"）的连续模，# 是仅与 !（"）的单调性改变的次数有关的常数 %后来，B&C&
D);-?@<和 7& 3)6,;-;<［’］考虑了可微函数的共单调逼近，证明了：对 !（"）! ##［$ #，#］，若 !（"）
在［$ #，#］内 + 次改变单调性，则

#’&（ !）% #&$#!（ !,，#&） （!）

# 是与 +有关的数 %进一步考虑 !（"）! #-
［$#，#］，-是任意正整数的情况，余祥明［0］对共单调逼

近和共凸逼近证明了：

定理 " 设 - & !、+ 是任意的正整数，!（ "）! #-
［$#，#］，. (｛/0 $ # 1 /# 1 /! 1 ⋯ 1

/+ 1 #｝是［$ #，#］中使 !,（"）( "的点的全体 %若对每一固定的 #% 0% +，存在正整数 !% 20
% -，使得

!（ 2）（/0）( "，2 ( #，!，⋯，20 $ #；!（ 20）（/0）’ " （’）
那么，当 & 充分大时成立着

#’&（ !）% #&$ -!（ !（ -），#&） （0）

这里 # 是与 . 有关的常数 %
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定理 ! 设 ! ! !、" 是任意的正整数，#（$）" %!
［&"，"］，’ (｛)* & " + )" + )# + ⋯ +

), + "｝是［& "，"］中使 #-（$）( $ 的点的全体，若对每一固定的 " # * # , 存在着正整数

!# .* # !，使得

#（ .）（ )*）( $，. ( #，!，⋯，.* & "；#（ .*）（ )*）$ $ （%）
那么，当 / 充分大时成立着
%0/（ #）：( &’(

&&

｛ #（$）& 1/（$

&&

） 1/（$）"’ /
，1/（$）在［& "，"］上

与 #（$）共凸｝# %/& !!（ #（ !），"/） （)）

这里 % 是与 ’ 有关的常数 2
在本文中，我们用［%］中带 *+,-&.+约束条件联立逼近的结果来考虑可微函数的一般共形

同时逼近，得到如下有关结果 2

" 主要定理及证明
定理 " 设 !、3 是任意的正整数，#（ $）" %!4 3

［&"，"］，#（$）在有限个分段上是分别 ! 次保形
的，即对 & " ( $$ + $" + ⋯ + $5 + $54" ( "有"*#（ !）（$）6 $，$"（$*，$*4"），"* ( 7 "，5是
一固定的正整数 2且对每个 * 存在 .*，! 4 " + .* + ! 4 3，使得 #（ .*）（$*）$ $，那么对充分大的 /

可找到多项式 1/（$）"’ /
，也有"*1（ !）

/（$）6 $，$ "（$*，$*4"），使

#（ .）（$）& 1（ .）
/（$） # %/& !& 3 4 .!（ #（ ! 4 3），"/），. ( $，"，#，⋯，! 4 3 （/）

这里 % 是与 ’ (｛$* & " + $" + ⋯ + $5 + "｝有关的常数 2
引理［#］ 设 !、8是任意的正整数，#（ $）" %!

［&"，"］，9 (｛:* & " + :" + ⋯ + :8 + "｝，那

么存在 ;/（$）"’ /
，使得

;（ .）
/（:*）( #（ .）（:*） （ . ( $，"，⋯，!；* ( "，#，⋯，8），

并且对充分大的 / 成立着

#（ .）（$）<;（ .）
/（ $） # %/& !4 .!（ #（ !），"/），. ( $，"，⋯!， （0）

这里 % 是与 9 有关的数 2
定理"的证明 不失一般性，设 ’ (｛$* & " + $" + ⋯ + $5 + "｝是［& "，"］中使 #（ !）（$）

( $的点的全体，对( $* " ’，由定理的条件有正整数 .*，! 4 "# .* # ! 4 3，使得

#（ .）（$*）( $，. ( !，⋯，.* & "；#（ .*）（$*）$ $ 2
不妨设"=*#（ .*）（$*）6 $，"=* ( 7 " 2因为 #（$）" %!4 3

［&"，"］，所以存在正数"和#，使得对 $ "（$* &
"，$* 4"），* ( "，#，⋯，5，一致地有

"=*#（ .*）（$）!# 6 $ 2 （1）
由于 .* (（! & "）4（ .* & ! 4 "），从而可知当 .* & ! 4 "是偶数时，$* 是 #（ ! &"）（$）的单调性改
变的点，且"=* ( 4 "时，#（ ! &"）（$）在（$* &"，$* 4"）内由递减通过 $* 后改变为递增；"=* ( & "
时，#（ ! &"）（$）在（$* &"，$* 4"）内由递增通过 $*后改变为递减 2当 .* & ! 4 "是奇数时，$*不是

#（ ! &"）（$）单调性改变的点，若"=* ( 4 "，#（ ! &"）（$）在（$* &"，$* 4"）内递增；若"=* ( & "，

#（ ! &"）（$）在（ $* &"，$* 4"）内递减 2由此看到，.* & ! 4 "的奇偶性及"=*的取值决定了 #（ ! &"）（$）

—/#
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在（ !" #!，!" $!）内的单调 性 %

由引理，对 &（ ’）（!）( !的点集 ) (｛!" # " * !" * ⋯ * !+ * "｝，存在 ,-（!）!" -
，

使得

,（ .）
-（!"）( &（ .）（!"） （ . ( !，"，⋯，’ $ /；" ( "，#，⋯，+），

且当 - 充分大时成立

&（ .）（!）# ,（ .）
-（ !） # 0-# ’# / $ ."（ &（ ’ $ /），"-），. ( !，"，⋯ ’ $ /， （"!）

故有

,（ .）
-（!"）( !，. ( ’，⋯，." # "；" ( "，#，⋯，+ % （""）

另一方面因为 ." # ’ $ /，由（"!）知 ,（ ."）-（!）在［# "，"］上一致收敛于 &（ ."）（!），所以由（$）式，

当 - 充分大时，对 ! !（!" #!，!" $!）和 " ( "，#，⋯，+成立!1",（ ."）-（!）$## 2 ! %这样结合

（""）式，根据上面的叙述，." # ’ $ "的奇偶性及!1"的取值决定了,（ ’ #"）
- （!）在（!" #!，!" $!）

内的单调性 %因此 ,（ ’ #"）
- （!）与 &（ ’ #"）（!）在（!" #!，!" $!）（ " ( "，#，⋯，+）内具有相同的单

调性 %

记$ ( %&’ &（ ’）（!） ! !［# "，"］( %
+

" ( "
（!" #!，!" $!{ }），则$是仅与 &（!）有关的正

数，由（"!）式有

&（ ’）（!）# ,（ ’）
-（ !） # 0-# /"（ &（ ’ $ /），"-），

于是，当 - 充分大时，上式右端可小于$，这样 ,（ ’）
-（!）在［# "，"］( %

+

" ( "
（!" #!，!" $!）内与

&（ ’）（!）符号相同，也即 ,（ ’ #"）
- （ !）和 &（ ’ #"）（!）在［# "，"］( %

+

" ( "
（ !" #!，!" $!）内也具有相同的

单调性 %从而 ,（ ’ #"）
- （!）与 &（ ’ #"）（!）在［# "，"］上有相同的单调性 %由（"!）定理 "得证 %

从定理 "可得下面的定理 # %
定理 ! 设 ’、/ 是任意的正整数，&（ ’ $ /）（!）! 0［#"，"］%若集合 ) ( ｛! &（ ’）（!）( ⋯ (

&（ ’ $ /）（!）( !，!!［# "，"］｝是空集，那么当 -充分大时成立着3-（!）!" -
与 &（!）是 ’次

保形的，且有

&（ .）（!）# 3（ .）
-（!） # 0-# ’# / $ ."（ &（ ’ $ /），"-），. ( !，"，⋯，’ $ /， （"#）

这里 0 与 &（ ’）（!）( !的零点个数有关 %
证明 我们只要证 &（ ’）（ !）的零点个数只有有限个 %事实上，若 &（ ’）（!）在［# "，"］中有无

穷多个零点，则由聚点定理，存在 !!!［# "，"］为 &（ ’）（!）的零点集合的聚点 %由 &（ ’）（!）的连
续性，&（ ’）（!!）( ! %再由洛尔定理，得出 &（ ’ $"）（ !）也有无穷多个零点，且 !!也是 &（ ’ $"）的零点

集合的聚点，由 &（ ’ $"）（!）的连续性，&（ ’ $"）（!!）( ! % 反复运用洛尔定理，可得 &（ ’）（ !!）(
&（ ’ $"）（!!）( ⋯ ( &（ ’ $ /）（!!）( !，即 !!! ) 与 ) (%矛盾 %
推论 设 ’、/是任意正整数，&（!）! 0’$ /

［#"，"］，若 &（ ’ $ /）（!）2 !（ * !），!!［# "，"］，则当

- 充分大时存在 3-（!）!" -
与 &（!）是 ’ 次保形的，且有

&（ .）（!）# 3（ .）
-（!） # 0-# ’# / $ ."（ &（ ’ $ /），"-），. ( !，"，⋯，’ $ /， （")）

—*#
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这里 ! 与 "#（$）% !的零点有关 &
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关于非扩张半群的弱收敛定理

吉海兵，石建

（南通师范学院数学系，南通，@@O!!=）

［摘要］ 设 ’是满足 L5%-$条件的巴拿赫空间，!是 ’ 的一个弱紧致子集，( 是 ! 上的一个非扩张半群，本文

证明了如果 ’!!，并且对于一切 )"!，$%1
*#

$$

W
+（ * X )）$ Y +（ *）

$$

$ Z !，则 +（ *）$ 弱收敛于某个 ,!-（ (）（ ( 的

不动点集全体）。

［关键词］ 非扩张；半群
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