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关于取整函数的一个问题

张新华
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［摘要］ 解决了使等式［!［"!］］(［!!］)［!"］对任意 !!!都成立的正数!，"的问题 &
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我们容易验证，当"!!，""!，!( "
". #时，对任意的 !!!，都有

［!［"!］］(［!!］)［!"］ （#）
那么，反过来，当正数!，"满足什么条件时，（#）式对任意的 !!!都成立呢？

首先，令 !# ) /，则得!"(!)"，即
#
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"

( #，从而必须!0 #，"0 #，!( "
". # "

令!( # ) #，"(#) #，则 # 0 "，#0 "，且

!"(（ # ) #）（#) #）( ##) # )#) #
!)"( # ) # )#) # "
从而得到 ##( # "
所以
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从而（#）式等价于｛!#｝" #｛#!｝，即
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!
#
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取 ! ( #，则｛#｝" #｛#｝，若#1 #，则｛#｝" #｛#｝( ##( #，矛盾，从而#"#，#$# "
为了解决问题，我们不加证明地给出一个熟知的引理 "
引理 " 当#，$#，$!，⋯，$$ 在% 上线性无关时，｛!$#｝，｛!$!｝，⋯，｛!$$｝在 &$ 中一致分布 "
引理 # 若#不是二次无理数或有理数时，（#）式不会对任意 !!!都成立 "

证明 若#不是二次无理数或有理数，则 #，#，
#
#
在 % 上线性无关，由引理 #，｛!#｝，｛!

#
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在 !!中一致分布，因而有一串 "，使｛"!｝!"，｛"·"
!
｝!# #因此（!）不成立，从而（"）也不对任

意 ""!都成立 #
由引理 !知，要使（"）对任意 ""!都成立，!必为二次无理数或有理数，即"，#为二次无

理数或有理数 #
引理 " 若#为有理数，则（"）式对任意 ""!都成立的充要条件是#"!，##!且" $

#
#% " #

证明 !若#为整数，则由前面的讨论知（"）式对任意 ""!都成立时，必须#$!& "#

!，且"$ #
#% " #

另一方面，若##!，#"!，"$ #
#% "，即"#$"&#，则对任意 ""!，有

［"［#"］］$［"#"］$［（"&#）"］$［""］&#" $［""］&［#"］#
即此时（"）式对任意 ""!都成立 #
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$
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所以，& $ %
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取 " $ $ % %，则
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即此时（!）式不成立，从而（"）式也不成立 #
引理 # 若#为二次无理数，则（"）式对任意 ""!都成立的充要条件是#% "是方程 ’!

% (’ % ) $ #的正根，其中 )，( 为自然数，(#) % "，"$ #
#% " #

证明 #是二次无理数，即!是二次无理数，亦即 & $ "
!
是二次无理数，可设 )&! & (& % *

$ #或 )&! % (& & * $ #，其中 )，(，* 为整数，（)，(，*）$ "，) ’ #，* ’ # #

!若 )&! & (& % * $ # #

上式即为 )
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从而（!）成为
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若在（(）中取一串 +，使 *｛+
!
｝) "，)｛+

!
｝) " #则!*｛
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｝，即!*#)，从而
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! ! "!" #
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"!" # # $ $

若在（%）中取一串 %，使｛%
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要使（%）式成立，必须 " # $
另外，取 & ! %# ’ &，则（(）式成为
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!
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取一串 %，使｛%# ’ &
!
｝"$，则 $!｛

（%# ’ &）!
" ｝$注意到 " #，从而必须 " ! $

又（#，!，"）! &，所以 " ! &，!! #
!
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当!!# # $时，即 !!# " &时 $

｛&!｝##｛&
!
｝#!｛

&
!
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即（(）对任意 &$!都成立，从而此时（&）对任意 &$!都成立 $

而当!) # 时，取一串 &，使｛&
!
｝"

&
(#，则｛&!｝!｛#｛

&
!
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即此时（(）式不成立，从而（&）式此时也不成立 $
!若 #’( " !’ ’ " ! $

上式即为 "!! ! " #
!
，显然 ! # $ $

取 & ! %"，则

｛&!｝!｛%"!｝!｛%! " %#
!
｝! & "｛%#
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取一串 %，使｛%"
!
｝"$，则｛&!｝"&，!｛

&
!
｝"$ $

此时（(）式不成立，从而（&）式也不成立 $

定理 （&）式对任意 &$!都成立的充要条件是"! #
#" &，#是大于 &的整数或#" &是方

程 (( " !( " # ! $的正根 $其中 #，! 为自然数，!!# " & $
证明 由引理 (，%，*，立即得到 $

［参考文献］

［&］ +,-./01 2，3-/4/00/-5/0 678,-9:0; 4-150-<=5-:, :9 1/>=/,?/1［@］7 @:A, B-C/D E F:,1，G,?7&HI*7
［(］ 华罗庚 7数论导引［J］7北京：科学出版社，&HHK7

（下转 %K页）

—(%

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

—

南京师大学报（自然科学版） 第 (*卷第 %期（($$&年）

  万方数据



任意 !、"，由引理 !和定理条件 "， #（ $%!）!#（ $%"） # & $ ’（(）$ " # & $（) % "），从而 #（ $%!）

!#（ $%"）# * & + ,如果存在 !，$ %%
-! " $-! % "，不妨设 ! # .，则 $ %%

-.
/$-. % "##（ $%. $ ’）!#（ $%. $ "）,因为

$%. $ " # $ $
-.
，$ $

-. % "$#（$%. $ "），从而 $ $
-. % "%#（$%. $ ’）,由引理 (有 $-. % "$#（$%. $ "），与性质 "矛盾 ,

由性质 !，令 0 # #1（2），则!（3 & 0）# ) % " ,与定理条件 ’ 矛盾 ,所以 )&! 时，3 为
)*+,-./0图 ,
下面假设 ) # ’ ,
性质 ! 存在 #（ $%’）!#（ $%’）# *（/）& 4 ,

否则，存在 5%*（/）& 4，5$#（ $%"）!#（ $%’）,不妨设 5% $ %%
-"

/$ $
-’
，由 / 是最长圈，得

2 # " ,由 ) # ’，可设 ’（ 5）# ’，从而由性质 " 可知，5" $ $
-’
,因此 &&1 ,任意 (% 2，+*2

｛’（(），’（5）｝% #（(）!#（5）’3，矛盾 ,
由性质 4，如果 $ $

-’" $%"，则 $ $
-’%#（ $%"），从而 $ $$

-’ $#（ $%’）,如果 $-’
$$" $%"，则 $ $$

-’ %#
（$%"）,依次可得 #（$%"）($" &｛$%"｝,同样 #（$%’）(*’ &｛$%’｝,由定理条件 ’，［*"，*’］""，即存在

5%*"，$%*’，5$%6（3），从而 $-"2$-’/
$ 5 % $ %

-"
/5$/ $ $ %

-’
$ % /$-"是 )*+,-./0圈 ,定理证毕 ,
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