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［摘要］ 给出了环上矩阵在广义逆存在前提下，各种广义逆唯一的充要条件 (
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矩阵广义逆在理论和应用方面的重要性是众所周知的［#］!其中在理论上一个有趣的问题
就是：广义逆的唯一性问题 !文［!］讨论了素环上矩阵有唯一（#，!）0逆的条件，而文［’］则给出
了域上矩阵有唯一（#，!）0逆的刻划 !本文进一步讨论环上矩阵的其它类型广义逆的唯一性问
题，得到了它们的充要条件 !
除非特别声明，本文中的环 " 均指带有对合反自同构!的结合环，# 为 " 上!$ 1 % 阶矩

阵，记成 #""$ 1 % !当 # 2（&’(）时，规定 ## 2（!&(’），如果存在 % 1 $ 阶矩阵 ) 满足：
（#）#)# 2 #，（!）)#) 2 )，（’）（#)）# 2 #)，（&）（)#）# 2 )#，四个方程中的第（ ’），（ (），⋯
个方程，则 ) 称为 # 的一个（ ’，(，⋯）逆，记成 #（ ’，(，⋯）!所有（ ’，(，⋯）逆记成 #｛’，(，⋯｝［.］! #（#）

也常记成 # 0 !易知，对一般环而言，其上矩阵未必有（ ’，(，⋯）逆 !
本文中均假定所讨论的矩阵有相应的广义逆 !
引理 !［!］ 设 # 0为某一（#）逆，则
（#）#｛#｝2｛# 0 3 * 0 # 0 #*## 0 * 任意｝

2｛# 0 3 +（ , 0 ## 0）3（ , 0 # 0 #）* *，+ 任意｝；
（!）#｛#，!｝2｛# 0 ## 0 3（ , 0 # 0 #）*## 0 3 # 0 #+（ , 0 ## 0）3（ , 0 # 0 #）*#+（ , 0

## 0） *，+ 任意｝!
引理 " 设 #（#，’）为 # 的某一（#，’）逆，则
（#）#｛#，’｝2｛#（#，’）3（ , 0 #（#，’）#）* * 任意｝；
（!）#｛#，!，’｝2｛#（#，’）##（#，’）3（ , 0 #（#，’）#）*##（#，’） * 任意｝!
证明 （#）设 -"#｛#，’｝，则
#- 2（#-）# 2 -#（##（#，’）#）# 2（#-）#（##（#，’））# 2 #-##（#，’）2 ##（#，’），

于是，#（#，’）#（- 0 #（#，’））2 "，则 - 0 #（#，’）2（ , 0 #（#，’）#）* !这里 * 2 - 0 #（#，’），所以，- 2
#（#，’）3（ , 0 #（#，’）#）* !反过来，易证 - 为 # 的（#，’）逆 !
（!）现设 -"#｛#，!，’｝，由（#）知 - 2 #（#，’）3（ , 0 #（#，’）#）*，又因为 - 2 -#-，
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! !［"（"，#）$（ # % "（"，#）"）$］"［"（"，#）$（ # % "（"，#）"）$］
! "（"，#）""（"，#）$（ # % "（"，#）"）$""（"，#），

反过来，若 ! ! "（"，#）""（"，#）$（ # % "（"，#）"）$""（"，#），直接验证易知，!!"｛"，&，#｝%
对偶地，有如下引理

引理 ! 设 "（"，’）为 " 的某一（"，’）逆，则
（"）"｛"，’｝!｛"（"，’）$ $（ # % ""（"，’）） $ 任意｝；
（&）"｛"，&，’｝!｛"（"，’）""（"，’）$ "（"，’）"$（ # % ""（"，’）） $ 任意｝%
引理 " 设 "（"，#，’）为 " 的某一（"，#，’）逆，则
"｛"，#，’｝!｛"（"，#，’）$（ # % "（"，#，’）"）$（ # % ""（"，#，’）） $ 任意｝%

特别地，"｛"，#，’｝!｛" $ $（ # % " $ "）$（ # % "" $） $ 为任意｝%
证明 设 &!"｛"，#，’｝，则由引理 &，#知，
& ! "（"，#，’）$（ # % "（"，#，’）"）’ ! "（"，#，’）$ $（ # % ""（"，#，’）），

故（ # % "（"，#，’）"）’ ! $（ # % ""（"，#，’）），两边左乘 # % "（"，#，’）" 得，
（ # % "（"，#，’）"）’ !（ # % "（"，#，’）"）&’ !（ # % "（"，#，’）"）$（ # % ""（"，#，’））%
于是，& ! "（"，#，’）$（ # % "（"，#，’）"）$（ # % ""（"，#，’））%
反过来，由引理 &，#知 & 为 " 的（"，#，’）逆 %
推论 # 设 "& ! " ! ""，则
（"）"｛"，#｝!｛" $（ # % "）$ #$｝， "｛"，&，#｝!｛" $（ # % "）$" #$｝；
（&）"｛"，’｝!｛" $ $（ # % "）#$｝， "｛"，&，’｝!｛" $ "$（ # % "）#$｝；
（#）"｛"，#，’｝!｛" $（ # % "）$（ # % "）#$｝%
下面利用上述引理，讨论各种广义逆的唯一性问题，为此先介绍几种环 %
（"）()*环（不变维数环）：如果 "!() + *，+!(* + )，满足 "+ ! #)，+" ! #*，那么 ) ! * %易
知，左 *,-./-0环，可换环等都是 ()*环 %
（&）半素环：若 ,(, ! 1，则 , ! 1 %此也等价于 ( 没有非平凡的幂零左理想 %易知，若 ( 为
半素环，则 * 阶矩阵环-*（(）也是半素环 %
若 ( 为半素环，且（" % .）(. ! 1，.& ! .，则 . 为中心元 %
事实上，任取 /!(，（" % .）/. ! 1，即 /. ! ./.，于是 /.0（" % .）! ./.0（" % .）! .(（" % .），

因此 .(（" % .）为左理想，且［ .(（" % .）］& ! 1，由 ( 为半素环知，.(（" % .）! 1，即 ./（" % .）!
1，所以 ./ ! ./. ! /.，即 . 为中心元 %
（#）素环：若 ,(1 ! 1，则 , ! 1或 1 ! 1%由［&］知，-*（(）也是素环，易知，无零因子环为素环 %
命题 # 设 "｛"｝$ 2，则 " 的（"）逆唯一的充要条件为 "" % ! #)，" % " ! #*，这里

" %!"｛"｝%
证明 设 " %!"｛"｝，由引理 "（"）
" % $（ # % " % "）$，" % $ &（ # % "" %）!"｛"｝，

由 " 的（"）逆唯一性知，
" % $（ # % " % "）$ ! " % ! " % $ &（ # % "" %），#$，& %

于是 # ! " % "，# ! "" % %
反过来，当 "" % ! #，" % " ! # 时，由引理 "知，" 的（"）逆唯一 %
推论 $ 设 ( 为 ()*环，且 "｛"｝$2，则 " 的（"）逆唯一的充要条件为 " 为可逆阵 %
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命题 ! 设 !｛!，"｝!"，则 ! 的（!，"）逆唯一的充要条件为 !# # $%&，#! # $%’，其中 $ 为(
的中心幂等元，#"!｛!，"｝)
证明 设 #"!｛!，"｝，由引理 !（"）
# $（ % % #!）*!#，# $ #!*（ % % !#）"!｛!，"｝，

由 ! 的（!，"）逆的唯一性知，
# # # $（ % % #!）*!# # # $ #!*（ % % !#），

即（ % % #!）*!# # #!*（ % % !#），于是
*!# # #!*，#*"(’ & & )

现令 !# #（+,-）& & &，#! #（ ./$）’ & ’，令 * # 0,-为（ ,，-）位置上的元为 !，其余为零的 ’ & & 阵，
则

0,-（+,-）#（ ./$）0,-，

所以 +-/ # ’，/! -，.1, # ’，,! 1，且 +,- # .,,，于是
!# # $%，#! # $% )

再注意到（ !#）" # !#，所以 $" # $，如果取 * # 20!!，#2" (，从 *!# # #!* 知，20!! $%& #
$%’20!!，所以 2$ # $2，即 $ 为中心元 )
反过来，若 !# # $%&，#! # $%’，$ 为中心幂等元，则
（ % % #!）*! #（! % $）*! # *（! % $）! # *（ % % !#）! # ’，
!3（ % % !#）# !3（! % $）# !（! % $）3 # !（ % % #!）3 # ’，

由此从引理 !知，! 的（!，"）逆唯一 )
推论 " 设 ( 为 ()*的素环，!!’，且 !｛!｝!"，则 ! 的（!，"）逆唯一当且仅当 ! 为可逆

阵 )
事实上，当 $ 为中心幂等元时，$(（! % $）# ’，由 !!’，知 !#!’，即 $!’，再由 ( 为素环，

! % $ # ’即 $ # !，所以 !# # %&，#! # %’，现由 ( 的 ()*性，! 为可逆阵 )
特别地，当 ( 为左 *+,-.,/素环、可换整环、体时以上推论成立 )
命题 " （!）若 !｛!，0｝!"，则 ! 的（!，0）逆唯一$#! # %’，对某个 # )
（"）若 !｛!，1｝!"，则 ! 的（!，1）逆唯一$!# # %’，对某个 # )
证明 若 ! 的（!，0）逆唯一为 #，则由引理 "，# $（ % % #!）* 也为 !｛!，0｝中的元，对任意

*，于是由唯一性知，#! # % )
反过来，任取 *，4"!｛!，0｝，则
!* #（!*）% # *%（!4!）% #（!*）%（!4）% # !*!4 # !4，

而 #! # %，那么
* #（#!）* # #（!*）# #（!4）#（#!）4 # 4，

所以 ! 的（!，0）逆唯一 )
同理可证，!｛!，1｝的情况 )
命题 # 设 ( 为半素环 )
（!）若 !｛!，"，0｝!"，则 ! 的（!，"，0）逆唯一的充要条件为 #! # $%，$ 为 ( 的中心幂等元，

#"!｛!，"，0｝)
（"）若 !｛!，"，1｝!"，则 ! 的（!，"，1）逆唯一的充要条件为 !# # $%，$ 为 ( 的中心幂等元，

#"!｛!，"，1｝)
—2!
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证明 设 !!"｛!，"，#｝，则由引理 "及唯一性知
! $ ! %（ # & !"）$"!，（ # & !"）$"! $ ’，"$

特别地，取 $ $ %!，"%
’ $（ # & !"）%!"! $（ # & !"）%!，

于是（ # & !"）&’（(）!" $ ’，又因为 &’（(）为半素环，则 !" 为 &’（(）中的中心幂等阵，于是
!" $ )# *
反过来，由引理 "，"｛!，"，#｝中任意元为
! %（ # & !"）$"! $ ! %（! & )）$"! $ ! % $"（! & )）! $ ! % $"（! & !"）! $ !，于是 " 的

（!，"，#）逆唯一 *
命题 ! 设 ( 为素环，"｛!，#，(｝#+，则 " 的（!，#，(）逆唯一的充要条件为 "! $ # 或!" $

#，对某一 ! *
证明 记 !!"｛!，#，(｝，则由引理 (知，
! $ ! %（ # & !"）$（ # & "!），（ # & !"）$（ # & "!）$ ’，

当 ’$, 时，由此式推出

（ # & !"）（$，-）
# & "! ’( )’ ’

$ ’，"（$，-）!&’（(），于是由 &’（(）的素性知 -" $ # 或

# & "! ’( )’ ’
$ ’，即 # $ "! *当 ’ ) , 时，同理可证 *

反过来，当 "! $ # 或 !" $ # 时，由命题 #立知结论成立 *
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