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［摘要］ 研究了由大小不同的两种粒子形成二维沙堆时的粒子空间分布规律，借助于数学沙粒模型，利用 )个

参数，对 !)种所有可能的情形进行了系统地模拟，得出了粒子空间分布特点，并据此把沙堆分成 *类：严格分

离、整体分离（含分层）、整体分离（含直立）、准周期混合（含分离）、分层、直立分层、直立分层（含混合）6并对各

类进行分析说明 6
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! 引言
由大量较大颗粒物质（如沙粒、大米、玻璃球、粉末等）组成的系统，存在着很多没有解决的

问题，需要广泛的研究，其中研究非常活跃的一个课题是沙堆的分离分层现象 6当我们震动由
不同的粒子组成的系统时，经过足够长的时间，往往发现较大颗粒在表面较多，较小颗粒在下

面较多，表现为分离现象 6:.;<4 = 9等做的 !维沙堆实验［#］表明当两种粒子满足特定的关系
时，会形成分层现象；在 9,05--4 : 9等做的玻璃球实验中［!］发现在临界层数以上，球堆的最后
倾角———休止角基本不变；:.;<4 = 9等对两种粒子形成的沙堆，利用 )个参数［8］，进行了计算
机模拟，得到了分层条件，并对这一现象的动力学机制［)，$］进行了较详细的研究；>?-?,?@3<4@ A
B等对薄的沙流中的粒子分离分层现象进行了理论研究［+］，但以上都没有对由两种粒子组成
的沙堆进行分类 6 =4.C > 9［*］等人考虑到粒子的表面形状、粗糙程度及组成成分等的所有可能
的不同情况，提出用 )个参数来描述两种粒子的性质及两种粒子间的关系，由于在模拟中粒子
的大小是相同的，所以其分类过于简单（)类：周期混合、分离、竖直分层、分层），对中间过渡类
没有研究 6本文就是在此模型中考虑到粒子的大小不同，并对此系统中分层、分离等现象进行
了详细的研究 6

" 模型介绍
当一种粒子从空中落到沙堆上时，沙粒有可能沿表面滑动或滚动，直到停在某处为止，也

可能停在下落处，这取决于该粒子周围局域倾角的情况，但稳定后沙堆表面不同点的倾角变化

往往不大［!］，该倾角称之为临界休止角（D-535D.1 -4E?<4 ./,14）6当粒子在由多种粒子形成的沙堆
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表面上运动时，其运动行为取决于该粒子周围局域倾角的大小以及周围粒子的种类，而由多种

粒子形成的沙堆，稳定后，不同点的临界休止角不一定相同，取决于沙堆表面局部区域的粒子

种类情况 !在该模型中，我们考虑了一种简单的情况，只研究两种粒子组成的沙堆，且两种粒子
的大小不同，并假定在任意时刻，至多只有一个粒子在运动 !在我们所讨论的数学沙粒模型中，
所有粒子的宽度都相同，而不同的粒子对应于不同的高度，不失一般性，我们取沙粒的高度和

宽度都为整数，两种粒子的宽度都为 "，高度分别为 "和 #，以下简称 "粒子和 #粒子 !

图 ! 二维沙堆形成示意图

我们研究的系统如图 "所示，横坐标表示空间位置，纵坐标表示
粒子的高度，因此系统的状态可用 !（ "）来描述 #本文考虑半平面的
情况，即空间的位置都大于或等于 $（ "!$），那么在位置 " 处的表面
局域倾角为 $（ "）% !（ "）& !（ " ’ "）#在我们研究的模型中，粒子总是
从第 $个位置上方随机加入 "粒子或 #粒子，"次加入 "个，即 !（$）

"!（$）’ !!（!% "、#，取决于下落粒子的种类），此时第 $列表面新加
入的粒子为运动的粒子，若 $（$）小于相应的临界休止角 $%，则该粒

子由运动变为静止，即停在第 $列表面，否则，该粒子移向下一列，!
（$）"!（$）& !!，!（"）" !（"）’ !! #按相同的规则，判断该粒子是停
在第 "列，还是移向下一列，直到该粒子静止下来为止 #然后再加入
新的粒子，重复上面的过程 #由于系统中存在着两种粒子，因而临界
休止角 $% 取决于不同粒子间的关系 #在我们的模型中，存在着 (个
临界休止角：$""、$"#、$#"、$##，其中 $""对应于第 "种粒子落在第 "种
粒子上面，其余 )个参数依次类推 #

" 模拟结果
本模型的模拟结果只取决于参数间的相对大小关系，而与数值

大小无关，因此，不失一般性，我们把 )、*、+、,四个值按不同的顺序分别赋给 $""、$"#、$#"、$##，

共有 #(种不同的赋值 #为了叙述方便，将 $""、$"#、$#"、$##的取值用 ( 个连续的数字表示，如
)*+,表示 $"" % )、$"# % *、$#" % +、$## % ,，同时将 )、*称为小参数，+、,称为大参数 #为了避免由
于一种粒子太少而影响结果，模拟了大小粒子总数之比约为 " -#和 " -"的两种情况 #根据模拟
结果显示的 "粒子和 #粒子的空间分布特点，我们把所有的结果分成 +种类型 #
"#! 类型 !：严格分离
所谓严格分离指的是大小两种粒子有明显的界限，互不进入对方，如图 #，参数组合为

+,)*、+,*)、,+)*、,+*)、)*+,、*)+,、*),+的模拟结果都呈现该类型 #其中，在前 (个参数组合情
况下，粒子的空间分布特点为小粒子在上半区、大粒子在下半区；而在后 )个参数组合情况下，
粒子的空间分布特点为小粒子在下半区、大粒子在上半区 #在文献［+］中，呈现该类型的参数间
的关系为（$"# . $##）#（$#" / $##），我们的参数组合 )*+,、*)+,、*),+包含在该关系中 #
不难看出，体现该类型的参数（$""、$"#、$#"、$##）特点为：小小大大、大大小小，并且呈现这

种严格分离的参数组合数占具有这两种参数特点的参数组合总数的 + & 0（除 )*,+外）#在大大
小小参数情形下，"粒子既易停在 "粒子上，又易停在 #粒子上，所以运动的距离离墙较近，而
#粒子既不易停在 "粒子上，也不易停在 #粒子上，所以运动的距离离墙较远，这样就形成小
粒子在上半区、大粒子在下半区、近处局域角较大、远处局域角较小的严格分离现象，且在两种
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粒子的交界处表面出现较大的扭折 !而在小小大大参数特点情形下，形成小粒子在下半区、大
粒子在上半区、近处局域角较大、远处局域角较小的严格分离现象 !
!"! 类型 !：直立分层
这种类型的粒子分布特点为：竖直方向上由同种粒子组成，水平方向上两种粒子间隔开

来，形成带状分布，如图 !，参数组合为 "!#$、"#!$、$!#"的模拟结果都呈现该类型 !在文献［"］
中呈现该类型的参数间的关系为（ "%& ’ "&&）!（ "&% ’ "%%），这三种参数组合都包含在该关系

中 !其参数（"%%，"%&，"&%，"&&）特点为：大小小大，呈现该类型的参数组合数占具有这种参数特点

的参数组合总数的 ! # (（除 $#!"外）!我们可以这样解释产生直立分层现象的原因：该参数特点将
导致“同种粒子相吸，异种粒子相斥”，即同种粒子更易停在同种粒子上，而不易停在异种粒子上，

所以一旦有一个基底形成，%粒子则易停在 %粒子上，&粒子则易停在 &粒子上，这样会形成在竖
直方向上由同一种粒子组成，在水平方向上形成分层的沙堆，即直立分层的现象 !

图 ! 严格分离 图 # 直立分层

!"# 类型 #：直立（含混和）
这种类型的粒子分布特点与直立分层相似，但在竖直方向上两种粒子交替形成混合分布，

如图 (，参数组合为 "!$#、"#$!、$!"#和 #"!$的模拟结果都呈现该类型 !而在文献［"］中，这 (种
参数组合的模拟结果分别属于分离、周期混合、竖直分层和竖直分层 !前三种情形的参数组合
（"%%、"%&、"&%、"&&）特点为：大小大小，呈现该类型具有该参数特点的参数组合数占具有该参数

特点的参数组合总数的 ! # (（除 "!$#外）!在这种参数特点情形下，%粒子和 &粒子都易停在 %
粒子上，而不易停在 &粒子上，这样便有机会形成由 %粒子构成的直立层，另一方面由于 &粒
子也易停在 %粒子上，&粒子便有可能打断这种直立层，形成混合现象，这两方面总的效果会
形成直立含混和的沙堆 !
!"$ 类型 $：准周期混合（含分离）
这种类型的粒子分布特点为，除有小部分的分离区域（如图 #）外，粒子混合比较均匀，并

且在空间水平方向上呈现准周期性，如图 # 里的小插图（为混合部分的放大）!参数组合为
!"$#、!$"#、#"$!、#$"!及 !"#$、!$#"的模拟结果都呈现该类型，且单一小粒子在下半区，准周期
混合区在上半区 !在文献［"］中，参数组合为前 (种时沙堆呈周期混合现象，后两种情形呈分离
现象 !
前 (种情形的参数（"%%，"%&，"&%，"&&）特点为：小大大小，呈现该类型具有该参数特点的参
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数组合占具有该参数特点的参数组合总数的全部（! ! !）"该参数特点可概括为：同种粒子相斥，
异种粒子相吸 "在该参数特点情形下，"粒子易停在 #粒子上，同时 #粒子也易停在 "粒子上，
这样给形成混合（竖直方向）提供了可能 "另外，由于随机加入大小粒子，粒子会在沙堆表面形
成均匀混合的流，由于 "粒子易停在 #粒子上，而 #粒子也易停在 "粒子上，一旦某一基底形
成，便会形成在竖直方向上大小粒子间隔（混合）、水平方向呈准周期的沙堆 "若在一段时间内，
一种粒子数多于另一种粒子数，或总体而言一种粒子多于另一种粒子，则多的粒子会运动到沙

堆底部，形成分离 "最后形成上半区为准周期混合、下半区为单一粒子区的沙堆 "

图 ! 直立（含混合） 图 " 准周期混合（含分离）

#$" 其它类型
类型 $：分层；类型 %：整体分离（含直立）；类型 &：整体分离（含分层）"

图 % 分层

所谓分层，与直立分层不同，指的是两种粒

子在垂直于沙堆表面方向上，间隔开来，形成带

状分布，如图 %，对应参数组合为 $’(&；所谓整体
分离（含直立），指的是粒子分布以分离为主，但

在一半区域含有直立分层，对应参数组合为

’$&(，如图 &；而整体分离（含分层）同样指的是
粒子分布以分离为主，但在一半区域含有分层，

如图 )，对应参数组合为 ($’& 和 ’$(& "在文献
［&］中，这 ! 种参数组合，分别对应分层、分层、
分离、直立分层 "
各种参数组合下对应的参数特点，除 $’(&

外，其余已经讨论过 "由这种复杂的粒子空间分
布可得到：特定的参数特点并不一定产生确定的类型，而表现出复杂性，这是由于粒子的大小

不同与 !个临界参数间的大小竞争产生不稳定的结果 "同时，体现这三种类型的参数组合数较
少（相对于前四种类型而言），即对参数条件的要求比较荷刻 "
另外当参数组合（#""，#"#，##"，###）特点为“小大小大”的情形时，"粒子和 #粒子都易停在

#粒子上，都不易停在 "粒子上 "分析方法同类型 (［直立（含混和）］，若 "和 #粒子大小相同，
粒子空间分布特点应与类型 (相同，但由于 #粒子较大，粒子大小与 !个临界参数相竞争，会
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产生不稳定 !在这种参数特点下，形成的沙堆具有分层［!"#$］、准周期混和（含分离）［#$!"，
#"!$］、直立（含混合）［!$#"］等多种复杂的空间分布形式 !

图 ! 整体分离（含直立） 图 " 整体分离（含分层）

# 参数特点与类型间的关系
根据前面的讨论，我们可以把 $种类型总结为如下：

严格分离

［"（$ # %）］

整体分离（含分层） ———分层

［$（& # ’）］ ［%（& # ’）］
整体分离（含直立） ———准周期直立分层

［"（& # ’），&（& # ’）］ ［&（# # ’）］
准周期混合（含分离） ———直立（含混合）

［’（’ # ’），%（( # ’）］ ［$（# # ’），%（& # ’















）］

图 $ 类与参数间的关系

"、’、$、&、% 指参数特点，"
指大大小小，小小大大；’ 指小大
大小；$ 指大小大小；& 指大小小
大；% 指小大小大 !括号里面的数
字指体现该类型的参数组合数占

具有该参数特点的参数组合总数

的比例 !
根据参数间的大小关系及沙

堆类型，我们作相图如图 " ! &、(、
#、’、!、)、$分别表示上文所说的 $
种类型 !
从相图上可以明显地看出，

在离原点较远的区域，在第一象

限中，参数特点为 ’，类型为 ’；在
第二象限中，参数特点为 "，类型

为 &（除 #!"$）；在第三象限中，参数特点为 &，类型为 (（除 "!#$）；在第四象限中，参数特点为
—&!
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!，类型为 ! "在离原点较近的区域，在四个象限中，参数特点相同，都为 # 和 $；在第一、二象限
中，类型为 "和 #；在第三象限中，类型为 "；在第四象限中，类型为 $和 % "
总之，大小不同的两种粒子性质可能不同（体现在参数的大小相对关系上），根据模拟结果

显示的粒子空间分布特点，将由两种粒子形成的沙堆分为 &类，并分析其成因，对理解复杂的
现象，具有一定的意义 "
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