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在容许函数类 ( E｛’（$）E )（ *） $ : %
H $ : % H ! !#（"#，#"）；)（ *）$ $，)（#）E #，* E H $ : % H｝中的极小

元为 ’!，我们称之为泛函 &!（’，"#）的径向极小元 2
泛函 &!（’，"#）是从一类简化的 ’()*+,-.!/0)10,模型中抽象出来的，它曾用来描述超导薄膜的厚度

是非定常的情形［#］2泛函在容许函数类 + E｛’（$）! !#（"#，#"）；’ H%"# E $ : %
# ｝中的极小元为序参数，

其零点代表 ’()*+,-.!/0)10,涡漩［"］2刻划极小元的极限行为，则是文［"］中提出的问题（DIJ) I-D+=J< 6）2
#%%&年，文［8］研究了这一问题，给出了极小元的渐近行为及涡漩的钉扎现象（即当参数!& $时，涡漩向
某些区域集中的现象）2一个自然的问题是：泛函 &!（’，"#）在 + 上的极小值可否于( 中达到？本文，我们

将讨论径向极小元 ’!的零点分布，并以此说明当!充分小时，径向极小元必不是泛函 &!（’，"#）在 +中的
普通极小元 2具体地说，我们将证明下面的定理：
定理 , ./ 设 ’!是泛函 &!（’，"#）的径向极小元 2则对任何给定的"!（$，#K"），存在正常数 , E

,（"）使得当!充分小时，-! E｛$ ! "#；H ’!（$）H G # :"｝’ "（%，,!）2
这蕴含 ’!（$）的零点均含在 "（%，,!）中 2
关于径向极小元的极限行为，我们有

定理 , .0 设 ’!是泛函&!（’，"#）的径向极小元 2则当!& $时，’!&
$ : %

H $ : % H，于 !#
./0（"# L｛%｝）2

此外，我们还得到径向极小元的惟一性，即

定理 , .1 当!适当小时，径向极小元于 ( 中是惟一的 2
在 M #中我们将证明定理 $ 2#，这一定理事实上刻划了径向极小元的零点（即涡漩）的钉扎机制 2定理

$ 2"和定理 $ 28的证明将分别在 M "和 M 8中给出 2

/ 定理 , ./的证明
引理 / ./ 设 ’!是泛函 &!（’，"#）的径向极小元 2则 ’!（$）是
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!"#
$ #
"% !（# ! & ! & %）， （#）

的径向解 ’此外，!"还满足

& !" &! #，() #$，

& "!" &! %#"!#，() #$， （%）
这里 %# 是不依赖于"的正常数 ’

证明 由变分法，我们可知：对任何#（"）$$（ &） " ! ’
& " ! ’ & # (#

*（#$，$%），径向极小元满足如下的

积分等式

$
#$

#
"#
［"!"# ! #

"%（# ! & ! & %）!#］+" $ *’

由此容易看出 !"是（#）的径向解 ’
在上面的积分等式中取# $ !（ & ! & % ! #）" 得

$
#$

#
"#
［ & "! & %（ & ! & % ! #）" " %（!"!）% " #

"%（ & ! & % ! #）" % & ! & %］+" $ *’

这里（ & ! & % ! #）" $ ,-.｛& ! & % ! #，*｝’注意到等式左端非负，我们知第三项积分为零 ’由此不难看出 & !" &

! # ’
考察［/］中引理 0’%的证明，并利用 & !" &! #，可知方程（#）的径向解也满足（%）’
引理 ! "# 设 !"是泛函)"（!，#$）的径向极小元 ’则存在与"无关的正常数%，使 )"（!"，#$）! % "

% & 1)" & ’
证明 作相似变换 * $（" ! ’）"!# ’则

)"（!"，#$）!
#

%（# ! $）$
#（*，$"

!#）

& "!" & % +* " #
/（# ! $）$

#（*，$"
!#）

（# ! & !" & %）% +* ’

设 !# 是泛函

+（!，#（*，$））$ #
%（# ! $）$

#（*，$）

& "! & % +* " #
/（# ! $）$

#（*，$）

（# ! & ! & %）% +*

在｛!（*）$ ,（ &） *
& * & # (#（#（*，$），$%）；,（ &）% *，,（$）$ #，& $ & * &｝中的径向极小元 ’令

!% $ !#，(2 * 3 & * & 3 $；

!% $ *
& * &，(2 $ ! & * &! $"!# ’

将 !% 作为比较函数，我们可得

)"（!"，#$）!
#

%（# ! $） $
#（*，&"

!#）4 #（*，&）

& "
*

& * & & % +* " +（!#，#（*，$））! % " % & 1)" & ’

引理得证 ’
类似于［5］中定理 #的证明，利用引理 # ’%，我们也可得到如下结论 ’
引理! "$ 设 !"是泛函)"（!，#$）的径向极小元 ’则存在正常数 %和适当小的"*，使当"#（*，"*）时，

#
"%$

#$

（# ! & !" & %）% ! % ’

命题 ! "% 设 !"是泛函)"（!，#$）的径向极小元 ’则对任何给定的%#（*，#6%），存在不依赖于"的正
常数&，’，使得如果

#
"%$

#$&#% -"

（# ! & !" & %）% !’， （7）

其中 #& 记任一以 & 为半径的圆盘，- %&’则
—%—
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! !!（"）!! " #"，"" # #$ $ #%! $
证明 首先，我们知存在一个不依赖于!的常数&% & ’，使得对任何 "# #$，总有 ! #$$ #（"，’）!!

&% ’% $取定

# ( "%&"
，$ (

&%

&%
"
（"%）

)， （)）

其中 &" 是（%）中的常数 $假设在 #$ $ #%!中存在一点 "’ 使得 ! !!（"’）! * " #"$那么利用（%）我们有

! !!（"）# !!（"’）!% &"!#" ! " # "’ !% &"!#"（#!）( &"# ( "%，"" # #（"’，#!），

由此可得（" # ! !!（"）! %）% &"
%

) ，"" # #（"’，#!）$于是

&
#（ "’，#!）$#$

（" # ! !! ! %）% &"
%

) ! #$ $ #（"’，#!）!! &%
"

%

)（#!）
% ($!

% $ （+）

从 "’ # #%!$ #$，我们可导出（#（"’，#!）$ #$）’（#% %!$ #$）$以此结合（+），我们得到

&
#% %!$#$

（" # ! !! ! %）% &$!
%，

这与（,）矛盾，命题得证 $
设 !!是泛函 (!（!，#$）的径向极小元 $给定"#（’，"-%），并置#，$是命题 " $)中的常数 $若

"
!% &

#（ "!，%#!）$#$

（" # ! !! ! %）% %$，

则称 #（"!，#!）为 #$ 上的好圆盘 $反之，便称 #（"!，#!）为 #$ 上的坏圆盘 $
设｛#（")!，#!），) # *｝是一族满足如下条件

")!# #$，) # *；#$ ’( )# *#（")!，#!）；#（")!，#!-)）$ #（"+!，#!-)）( ,，) ) + $ （.）
的圆盘 $记 -! (｛) # *；#（")!，#!）是 #$ 上的坏圆盘｝$则我们有
命题 ! "# 坏圆盘的个数有限 $即存在不依赖于!#（’，!’）的正常数 .，使得坏圆盘的个数 /012-!%

. $
证明 （.）蕴含 #$ 中每个点可以被有限个，不妨记为 /（不依赖于!）个以#!为半径的圆盘覆盖 $由

坏圆盘的定义及引理 " $,，我们可以导出

$!
%/012-!%*

)# -!
&

#（ ")
!，%#!）$#$

（" # ! !! ! %）% % / &
( )# -

!
#（ ")
!，%#!）$#$

（" # ! !! ! %）% % /&
#$

（" # ! !! ! %）% % /&!% $

因此，/012-!%
/&
$
% . $命题得证 $

一旦有了命题 " $+，我们便可将半径为#!的坏圆盘作适当的修改 $利用［%］中 3456157 89$"，我们知存
在 0 满足#% 0 ( 0（"）%#:.，使得｛#（")!，0!）；) # -｝是一族满足如下条件

(
)# -!

#（"!)，#!）’(
)# -

#（"!)，0!），

/012- % /012-!，! "!) # "!+ ! & ;0!，)，+ # -，) ) +
的坏圆盘 $这表明新一族的坏圆盘中，每两个圆盘是不相交的 $
定理 $ "!的证明 我们用反证法 $假设 1!中存在一点 "’ + #（2，0!）$则圆周 3’ (｛" # #$；! " #

2 ! ( ! "’ # 2 !｝上的点 " 均满足 ! !!（"）! * " #"$于是，从命题 " $) 我们可看到 3’ 上所有的点必含在

#$ 上的坏圆盘内 $另一方面，由于 ! "’ # 2 !! 0!，所以 3’ 不能被单个坏圆盘覆盖 $于是 3’ 被至少两个不

相交的坏圆盘覆盖 $这是不可能的 $
注 此定理蕴含，当!, ’时，径向极小元的所有零点必向点 2逼近 $但另一方面，对任何泛函 (!（!，

#$）于 4 中的普通极小元，文［,］中已证得其零点当!, ’时均趋向于点（" < $，’）$这表明，泛函 (!（!，

#$）的径向极小元一定不是它在 4 中的普通极小元 $
—,—
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! 定理 " #!的证明
利用中值定理，从引理 ! "#我们可知，对任意 ! !（$，"），存在 # !［! %#，!］使得

$!（%!，"&（’，#））# ( & ( ’ ()! ’ " （*）
设"!是泛函

$（"，&" + &（’，#））, !
# $

&" + &（’，#）

’ %" ’ # & !
#!$

&" + &（’，#）

（! -"）
#

于函数类 )!
’ %! ’（&" + &（’，#），" &&｛$｝）中的极小元，不难证明它存在，且是方程

-#" , !
!#（! -"），于 &" + &（’，#） （.）

的非负解 "注意到" ’"［&" + &（’，#）］ , ’ %! ’ 和 ’ %! ’# !，由极值原理我们可知"!# ! "

命题 ! #$ 存在与!无关的正常数 (，使得 $（"!，&" + &（’，#））# (! ’ ()! ’ "
证明 首先，在（.）两端乘以（$·%"），并在 &" + &（’，#）上积分，我们有

- $
"［&" + &（’，#）］

（$·%"）
# & $

&" + &（’，#）
%"·%（$·%"）,

!
!# $

&" + &（’，#）

（! -"）（$·%"）"

这里$是"［&" + &（’，#）］的单位外法向量 "利用引理 ! "#，我们可得
$（"!，&"）# ( ’ ()! ’ " （/）

因此，

’ $
&" + &（’，#）

%"·%（$·%"）’ # ( $
&" + &（’，#）

’ %" ’ # & !
# ’ $

&" + &（’，#）
$·%（ ’ %" ’ #）

# ( ’ ()! ’ & !
# $
"［&" + &（’，#）］

’ %" ’ # " （!$）

注意到" ’"&" , ’ %! ’ , !，" ’"&（’，#） , ’ %! ’ 和（*），利用引理 ! "#我们还可得到

!
!# ’ $

&" + &（’，#）

（! -"）（$·%"）’#
!

#!# ’ $
&" + &（’，#）

（! -"）
# 012$ - $

"［&" + &（’，#）］

（! -"）
# ’# ( ’ ()! ’ "

将此式与（!$）代入（/）得

’ $
"［&" + &（’，#）］

（$·%"）
# ’# ( ’ ()! ’ & !

# $
"［&" + &（’，#）］

’ %" ’ # "

注意到（*）和 ’ %! ’"&" , !蕴含着 $
"［&" + &（’，#）］

（%·% ’ %! ’）# # ( ’ ()! ’，其中%为"［&" + &（’，#）］上的

单位切向量 "以此结合上式，我们有

$
"［&" + &（’，#）］

’ %" ’ # , $
"［&" + &（’，#）］

（%·% ’ %! ’）# & $
"［&" + &（’，#）］

（$·%"）
# # ( ’ ()! ’ & !

# $
"［&" + &（’，#）］

’ %" ’ # "

这表明

$
"［&" + &（’，#）］

’ %" ’ # # ( ’ ()! ’ " （!!）

将（.）两端乘以（! -"）并在 &" + &（’，#）上积分，我们得到

$
&" + &（’，#）

’ %" ’ # & !
!# $

&" + &（’，#）

（! -"）
# , - $

"（&" + &（’，#））

（$·%"）（! -"）"

于是，从（*）和（!!）我们可导出

$（"!，&" + &（’，#））# ( ’ $
"（&" + &（’，#））

（$·%"）（! -"）’# ( ’ $
"（&" + &（’，#））

（$·%"）
# ’ !%#

’ $
"（&" + &（’，#））

（! -"）
# ’ !%# # (! ’ ()! ’ "
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定理 ! "#的证明 注意到 !!是极小元，并利用命题 ! "#，我们有

"!（!!，#$ $ #（%，&））! "!（"!
’ % %

& ’ % % &，#$ $ #（%，&））

!
#

!（# % $）"
#$ $ #（%，&）

［ & #"! & ! ’ #
!!!（# %"!

!）!］’ #
! "

#$ $ #（%，&）

#
’#
"!

! & #
’ % %

& ’ % % & & !

! (! & ()! & ’ #
! "

#$ $ #（%，&）

#
’#

& #
’ % %

& ’ % % & & ! " （#!）

由于 #
! "

#$ $ #（%，&）

#
’#

& #
’ % %

& ’ % % & & !! (，所以我们得到了 "!（!!，#$ $ #（%，&））关于!的一致上界 "这蕴含

着当!$ *时，存在 !!的子列 !!) 和 !% & *#（#$ $ #（%，&）），使得

!!) $ !%，+,-.(/ 0) *#（#$ $ #（%，&））， （#1）

!!) $ !%，0) +!（#$ $ #（%，&））， （#2）

& !! &$ #，0) (（#$ $ #（%，&））" （#3）

（#2）和（#3）包含 !% 4 ’ % %
& ’ % % & - " , "于 #$ $ #（%，&）"由于 ’ % %

& ’ % % & 是惟一的，所以（#1）可被改进为

!!$
’ % %

& ’ % % &，+,-.(/ 0) *#（#$ $ #（%，&））" （#5）

从 "
#$ $ #（%，&）

#
’#

& #! & ! 的弱下半连续性，（#5）和（#!），我们可导出

(06
!$* "

#$ $ #（%，&）

#
’#

& #!! & ! 4 "
#$ $ #（%，&）

#
’#

& #
’ % %

& ’ % % & & ! "

以此结合（#5），（#2），我们不难得到 !!$
’ % %

& ’ % % &，0) *#（#$ $ #（%，&））"再注意到 , 的任意性，我们便

得到定理的结论 "

$ 定理 ! "$的证明

固定!&（*，!*）"设 !#（’）4 -#（ .） ’ % %
& ’ % % &，!!（’）4 -!（ .） ’ % %

& ’ % % & 为泛函 "!（!，#$）的径向极

小元，则它们均满足方程（#）"因此，

%#（!# % !!）’
#
’#
（!# % !!）’# 4 #

!!［（!# % !!）%（!# & !# & ! % !! & !! & !）］

上式两端乘以 !# % !! 4（ -# % -!）
’ % %

& ’ % % &，在 #$ 上积分并分部积分，有

"
#$

& #（!# % !!）& ! 7’ ’"
#$

#
’#

!（!# % !!）
! 7’

!
#
!! "

#$ $ #（%，/!）

（ -# % -!）!［# %（ -#! ’ -!! ’ -# -!）］7’ ’ (
!!"

#（%，/!）

（ -# % -!）! 7’ " （#8）

选取$ 9 # % #
’!
，利用定理 * "#，我们可知在 #$ $ #（%，/!）上，对任何给定的!&（*，!*），-#，-!(

#
’!

"因此

"
#$

& #（ -# % -!）& ! 7’ !"
#$

& #（!# % !!）& ! 7’ !
(
!!"

#（%，/!）

（ -# % -!）! 7’ " （#:）

令 - 4 -# % -!，我们知当 ’ &)#$ 时，-（ & ’ &）4 *"利用（#:）和嵌入不等式

** **

- 5，#$ ! (（#$）#

** **

- 1;!，#$
，

我们可推出
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［!
!"

! # ! " #$］
$
% " %（!"）!

!"

! # # ! & #$ " %（!，!"）!
&

! # ! & #$，

其中 & ’ !（’，(!）(再利用 )*+#,-不等式，我们可得

!
&

! # ! & #$ " ! & !
&
%［!

&

! # ! " #$］
$
% " %（!，!"，!）(./%!

&

! # ! & #$ (

记 )（"）’ !
!（’，(（"）!）

! # ! & #$，则

)（"）（$ 0 %（!，!"，!）(./%）" 1 ( （$2）

另一方面，由于 %（!，!"，!）不依赖于"，我们可以选取" 3 $ 0 $
$&
充分小，使对固定的!%（1，!1），( ’

(（"）"#2
* ’ 2* "

&%$
（最后的等式由（.）蕴含）满足

1 3 $ 0 %（!，!"，!）(./% (
以此结合（$2），我们可看出 )（"）’ 1(即 # ’ 1 4( , (于 & (将此式代入（$5）中，我们有 #$ 0 #& ’ % 4( , (于
［1，$］(注意到 +$ ’ +& ’ $ 于&!"，我们最终可得 +$ ’ +&，4( , (于!" (
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