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! 有界性
文［!］考虑了一类捕食者具有年龄结构的捕食系统：

!（ " ? !）@ !（ "）#（!）$（%"（ "）），

%!（ " ? !）@ &! %!（ "）? !（ "）［! . $（%"（ "））］，

%"（ " ? !）@ ’%!（ "）? &" %"（ "）#
获得了系统的有界性，一致持久性，永久持久性定理 #但是，没有考虑成年捕食者在哺乳期捕食率的相对增
长，从而不能很好的描述其生态行为 #本文研究以下系统：

!（ " ? !）@ !（ "）$（!（ "）? !
(

) @ *?!
（!)%)（ "））），

%!（ " ? !）@ !（ "）［! . $（!
(

) @ *?!
（!)%)（ "）））A $（$）］? &! %!（ "），

%)（ " ? !）@ ’).! %).!（ "）? &)%)（ "），) @ "，)，⋯，( #

（!）

这里，!（ "）表示第 " 代食饵种群密度，%)（ "）表示第 " 代第 ) 个年龄阶段捕食者种群密度（ ) @ !，⋯，(），!)

为正常数，表示捕食者对食饵的捕食系数（ ) @ * ? !，⋯，(），’).!，&) 分别表示从第 ) . !类到第 )类捕食种
群的转化系数和第 )类捕食种群滞留比率（ ) @ "，⋯，(）# $：［$，B）" +是一严格递减且$（$）C !的光滑
函数 #
模型可作如下解释：设第 ! 类到第 * 类为幼年捕食种群，无捕食能力，依赖其父母为生 #

$（!
(

) @ *?!
（!)%)（ "）））A $（$）为食饵未被发现的概率，则! . $（!

(

) @ *?!
（!)%)（ "）））A $（$）为食饵被发现的概率 #为便

于研究，做如下定义：记（!（ "），%!（ "），⋯%(（ "））#（!，%!，⋯%(）#定义映射 #：+ ?
(?! " + ?

(?!，#$（!，%!，⋯，

%(）@ !（ " ? !），#)（!，%!，⋯，%(）@ %)（ " ? !）（ ) @ !，⋯，(），#" 表示##⋯{ #
"个

（!，%!，⋯，%(）则 #) "（!，%!，⋯，%(）

表示取值于（!，%!，⋯，%(）$ + ?
(?! 的映射 #" 的第 )类（ ) @ !，⋯，(）个体，因而 #" 描述了系统（!）"代以后

的种群密度状态 #
考虑食饵种群 #定义一维映射 ,：+ ?" + ?，,（!）@ !$（!）#由 $（!）的性质知 ,（!）在（$，B）上存在

唯一不动点 !%且当 $ D ! D !% 时 ,（!）C !，当 ! C !% 时 ,（!）D ! #因此在 ,迭代下 -# ,（［$，!%］）
是一紧不变区间，从 + ? 中出发的任一点在 # 迭代下进入并停留在 - 内部或以 01E - 为极限 #
为证系统的有界性我们考虑以下矩阵模型
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!（ " ! "）# #（!（ "））!（ "），" # $，"，⋯， （%）
这里 !（ "）#（!"（ "），⋯，!$（ "））&，#（!（ "））为一 $ ’ $ 矩阵 (
对于一个具阶段结构的人口模型由［%］易知非负的凸矩阵 #（!（ "））可以分解成一生殖矩阵

%（!（ "））#［ &’(］和一类转化矩阵 )（!（ "））#［ "’(］之和，即 #（!（ "））# %（!（ "））! )（!（ "））(
我们先证明一个引理 (
引理 " 设存在常数! ) $，* ) $使对所有 ! ! + !

$，’，( # "，%，⋯，$ 有

$" "’( " "，#
$

’ # "
"’(（!）"! * "，

$" &’(， %（!）

$$ $$

! " * (
则模型（%）是耗散的
证明 由于 )（!）

$$ $$

! "!

$$ $$

! 则
!（ " ! "

$$ $$

） # #（!（ "））!（ "

$$ $$

） # ［%（!（ "））! )（!（ "））］!（ "

$$ $$

）"
［%（!（ "））!（ "

$$ $$

） ! )（!（ "））!（ "

$$ $$

）"! !（ "

$$ $$

） ! *，" # $，"，⋯ (

由于 $ *! * "由迭代法易知 !（ "

$$ $$

）"!" !（$

$$ $$
） ! *#

"+"

’ # "
!’ "!" !（$

$$ $$

） ! *
" +!

所以存在正整数 ", % "使得 !（ "

$$ $$

）"
%*

" +!
" # ",，", ! "，⋯

此即说明模型（%）是点耗散的 (
引理 %［-］ 设 ,（ "）#（,"（ "），⋯，,$（ "））&，,（ " ! "）# %（,（ "））#（%" ,"（ "），⋯，%$,$（ "））&，如下列

条件满足

（.）!（ ""）" ,（ ""）；
（..）%（!）" %（,） ! * ,；
（...）!（ " ! "）" %（!（ "））， " # ""，"" ! "，⋯ (
那么，对于 " # ""，"" ! "，⋯都有 !（ "）" ,（ "）(
定理 " 如果 $ * -’ * "（ ’ # "，⋯，$ + "），$ * .’ * "（ ’ # "，⋯，$），则系统（"）是有界的 (
证明 因为 /（0）# 01（0），2 # /［（$，0&）］(由 2 的紧不变性知：
当 0 !［$，/01 2］时，/（0）# 01（0）!［$，/01 2］( 设（0，3"，⋯，3$）! + !

$!"，则 &$（0，3"，⋯，3$）#

01（0 ! #
$

’ # 4!"
"’3’）" 01（0）!［$，/01 2］；

当 0 ) /01 2 ) 0& 时，由 1 函数的性质知

&$（0，3"，⋯，3$）# 01（0 ! #
$

’ # 4!"
"’3’）" 01（0）* 0 (

因而食饵种群是有界的，即’5 ) $，"" ) $，使得当 " % "" 时 0（ "）" 5 (
下面我们考捕食种群的有界性 (
由系统（"），我们有当 " % "" 时，

3"（ " ! "）" 5［" +
1（#

$

’ # 4!"
"’3’）

1（$） ］! ." 3"（ "），

3’（ " ! "）# -’+" 3’+"（ "）! .’3’（ "），’ # %，⋯，$ ( （-）
考虑方程

(3"（ " ! "）# 5［" +
1（#

$

’ # 4!"
"’(3’）

1（$） ］! ."(3"（ "），

(3’（ " ! "）# -’+"(3’+"（ "）! .’(3’（ "），’ # %，⋯，$ ( （2）
即
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这里
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
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
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$［ "’+（!!）］!［ ,’+（!!］)

易知（(）满足引理 "的所有条件，因此系统（*）是点耗散的，由引理&知系统（"）中捕食种群是有界的 )

! 弱持久和强持久
先给出关于持久性的定义

定义［*］ （+）系统（"）在 -是强持久的，如果 .（ "）, $，!’（ "）, $，（ ’ # "，&，⋯，%）对于任意 " # $，
"，⋯，-；
（-）系统（"）在 -是弱持久的，如果 .（ "）, $，!’（ "）, $，（ ’ # $，"，⋯，%）对于 " # $，"，⋯，- % "，而

.（-）, $，!’（-）% $，且"
%

’ # "
!’（-）, $；

（.）系统（"）是强持久的，如果对 - # $，"，⋯，它在 -强持久并且 /01 234
"&5

.（ "）, $，/01 234
"&5

!’（ "）, $，

’ # "，&，⋯，%；
（6）系统（"）是弱持久的，无论它在 - # $，"，⋯ 是强持久还是弱持久，只要 /01 234

"&5
.（ "）, $，/01

234
"&5
（"

%

’ # "
!’（ "））, $，（ ’ # "，&，⋯，%）；

（7）系统（"）是一致持久的如果它在 - # $，"，⋯ 强持久且存在常数" , $使 /01 089
"&5

.（ "）,"，/01

089
"&5

!’（ "）,"，（ ’ # "，&，⋯，%）

（9）系统（"）是永久持久的，如果它一致持久且点耗散 )
定理 & 假设系统（"）在 $强持久，且以下条件成立

% .’ &:（$）
&（$） ,

(
%

’ # "
（" % #’）

"
%%"

+ # (
［（(

+

’ # "
)’）!+!"(

%

/ # +!&
（" % #/）］

) （;）

则系统（"）强持久
—("—
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证明 系统（!）在"强持久，由归纳法可知，系统（!）在 !强持久，! # !，$，⋯，在（"，⋯，"）处系统（!）
的线性近似方程的特征多项式为

"（!）#!（! % #（"））（! % $$）⋯（! % $%）&
由于 #（"）’ !显然有

"（!）#（! % #（"））（! % $$）⋯（! % $%）( "&
所以（"，⋯，"）是不稳定的 &
在（&!，⋯，"）处系统（!）的线性近似方程的特征多项式为（为方便，记 &! #)（&!）# ’，&! #)（"）* #（"）#
%）

"（!）#

! % ’ % ! " " ⋯ " %"(+! ’ ⋯ %"%%! ’ %"%’
" ! % $! " ⋯ " "(+! % ⋯ "%%! % "%%
" % )! ! % $$ ⋯ " " ⋯ " "

⋯

" " " ⋯ " " ⋯ % )%%! ! % $%
因为

"（!）# % ’［（! % $!）⋯（! % $%）+（)!⋯)("(+!（! % $(+$⋯（! % $%）+ ⋯ + )!⋯)%%!"%）%）］
由（,）知 "（!）( "所以（&!，⋯，"）是不稳定的 &由［-］知系统是强持久的 &类似可证
定理 . 假设 $* # "系统（!）在 "弱持久，则系统（!）弱持久，如果不等式（,）满足
注 ! 由定理 $，定理 .，我们发现系统（!）弱持久或强持久严格依赖于捕食者的初始信息 &
注 $ 定理条件要求每一阶段群密度都有损耗，这是符合自然规的，无损耗的情况可作近似处理 &

! 永久持久
设（+，,）为一度量空间，-为其闭子集，.：+" +连续，.（+）# -，. / -：-" -，是连续的，.（+ * -）#

+ * - &
为证明系统的永久持久性定理，先给出以下几个引理 &
引理 .［0］ （!）如果食饵子系统 /（&）在（"，&!）内无最大值，则平衡态是全局稳定的，

（$）对 /（&）如存在 &’，" ( &’ ( &! 使 /)（&’）# "且当 " ( & ( &’ 时 /)（&’）’ "当

& ’ &’ 时 /)（&’）( "则平衡态 &! 全局稳定的充要条件是 /（&）无周期 $点 &
引理 -［0］ 对度量空间中满足以上条件的 .（&），如以下条件满足：
（1）对任意$& % +，.0（$&）是一紧的正轨；
（11）在 + 中，. 是点耗散的；
（111）. / - 有一非循环覆盖! #｛1!，1$，⋯，1(｝；

（12）2$（1*）& + * - ##，* # !，$，⋯，( &
则系统关于 . 是永久持久的 &
引理 0［-］ 设 3：4 +

% " 4 +
% 是一单调连续算子且具有以下特征：

（3）存在一正整数 (，使对所有的 " (! ( !和 & ’ "有!3(（&）( 3(（!&）；
（4）存在一正整数 5，使对所有的 & ’ "（& ( "）有 35 ’ "&则必有以下之一成立：
（1）每一非零轨道是无界的；
（11）每一轨道趋于的唯一零不动点；
（111）每一非零轨道趋于唯一的非零不动点 6，6 ’ "&
定理 - 设 " ( )* ( !，" ( $* ( !，系统（!）在 "强持久，如果食饵子系统 /（&）无周期 $点或者在（"，

&!）内无最大值，且（,）与下式成立

!［! %
#（)

%

* # (+!
"*7*）

#（"） ］(［! %
#（)

%

* # (+!
!"*7*）

#（"） ］ （5）
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则系统（!）永久持久
证明 定义 !! "｛（"，#!，⋯，#$）! % #

$#! $ " " %｝，

!& "｛（"，#!，⋯，#$）! % #
$#! $ #& " %｝，& " !，&，⋯，$ ’

令 ’ " !! " !&，我们只须证明 ’ 一致排斥系统（!）的所有正解，即证明引理 (的所有条件得以满足 ’
由定理 !知引理 (的条件（)）（))）满足 ’我们只须验证（)))）（)*）’在 ’中 (仅有两个不变集)! "｛（%，%，

⋯，%）｝，)& "｛（"#，%，⋯，%）｝，设（$"，$#!，⋯，$#$）是从 !! 出发的一个解，由系统（!）以及 % + *& + !知：

,)-
+%.
$#&（ +）" %，& " !，&，⋯，$

即从 !! 出发的点当 + 无限大时趋于（%，%，⋯，%）
设$"，$#!，⋯，$#$ 是从!& 出发的轨线上的点且 "（%）/ %，由于 "# 是映射 ,（$"）"$"-（$"）的正平衡态，

由定理条件和引理 0我们有
,)-
+%.
$"（ +）" "# ’

这表明：如果不变集 )!，)& 是孤立的，则｛)!，)&｝是孤立的，且为 ’ 的一个非循环覆盖 ’
最后验证（)*）
假如 .*（)!）& % #

$#! 1 ’ ’!，设（$"，$#!，⋯，$#$）为 % #
$#! 1 ’ 中的一正轨，使得

,)-
+%.
（$"，$#!，⋯，$#$）"（%，%，⋯，%）’

由于 - 连续且 -（%）/ %，选择足够小的 "，#&（ & " / # !，⋯，$），使 -（" # (
$

& " /#!
"&#&）/ !，对足够大的 + 有

$"（ + # !）"$"（ +）-（" # (
$

& " /#!
"&#&）/$"（ +）’

这与 ,)-
+%.
$"（ +）" %矛盾 ’

假设 .*（)&）& % #
$#! 1 ’ ’!，设（$"，$#!，⋯，$#$）为 % #

$#! 1 ’ 中一正轨，使得

,)-
+%.
（$"，$#!，⋯，$#$）"（"#，%，⋯，%）’

)# / %取 +% / %足够大，使当 + * +% 时

"# 2# +$"（ +）+ "# ## （3）
由系统（!）当 + * +% 时

$#!（ + # !）*（"# 2#）［! 2
-（(

$

& " /#!
"&$#&）

-（%） ］# *!$#!（ +），

$#&（ + # !）" 0&2!$#&2!（ +）# *&$#&（ +），& " &，⋯，$ ’ （4）
我们考虑

+#!（ + # !）"（"# 2#）［! 2
-（(

$

& " /#!
"&+#&）

-（%） ］# *!+#!（ +），

+#&（ + # !）" 0&2!+#&2!（ +）# *&+#&（ +），& " &，⋯，$ ’ （!%）
定义映射 1：%$

#% %$
#

1!（+#）"（"# 2#）［! 2
-（(

$

& " /#!
"&+#&）

-（%） ］，

1&（+#）" 0&2!+#&2!（ +）# *&+#&（ +），& " &，⋯，$ ’
这里+# "（+#!，+#&，⋯，+#$）’显然 1 是一单调连续算子 ’由于

$［! 2
-（(

$

& " /#!
"&#&）

-（%） ］+［! 2
-（(

$

& " /#!
$"&#&）

-（%） ］，

故取 2 " $，/ " $，我们有
—5!—
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（!）!!"!# " !"（!!#）对所有 # "! " $，!# % #；
（&）!"!# % #，对所有!# " #（## $ #）由引理知必使其中之成立一 ’
定义

$" (

%$ # ⋯ )#&*$（’% )"）(+（#）
(（#） ⋯ )#")$（’% )"）(+（#）

(（#） )#"（’% )"）(+（#）
(（#）

)$ %, # # # # #
# ), %- # # # #
# # & & # # #
# # # )")$ %"

















# #

由不等式（.）和（/）知 $"有一个大于 $的特征根，所以（$#）的不动点（#，⋯，#）是不稳定的，引理 0（11）

不满足，又因 $"是一正的非对角矩阵，由 2344567845&3619:定理［,］，对 $"最大的特征值，存在相应的正特

征向量 * (（ +$，+,，⋯，+"）’选取 , % #充分小使 ,+- "##-（ .#），- ( $，,，⋯，" ’如果（!#$（ .），⋯，!#"（ .））是系

统（$#）具有初值!#-（ .#）( ,+- 的解，由引理 ,，当 ." .# 时我们有##-（ .）%!#-（ .）’如果（ -）满足则当 .’ ;
时，因!#-（ .）’ ;，所以##-（ .）’ ; 这与定理 $矛盾，如果（111）满足，设（/$，/,，⋯，/"）为 !的唯一正不动

点，则<1=
>’;
#?1（>）" @1 % #（1 ( $，,，⋯，6）这与 <1=

.’;
##-（ .）( #矛盾，因而 0%（1,）( 2 A 3 ($’所以系统是强

持久的 ’
注：当#- ( #，)- ( #，（ - ( ,，⋯，"），%- ( #，（ - ( -，⋯，"），由定理条件可以得到文［$］的所有结果 ’

! 应用
考虑系统［0］

’（ . * $）( ’（ .）4’5（ 6（$ ) ’））3BC（) 6##,）

#$（ .）( %$ #$（ .）* ’（ .）［$ ) 3BC（) 6##,）］

#,（ . * $）( )#$（ .）* %, #,（ .）
（$$）

定理 0

如果#6 %
（$ ) %$）（$ ) %,）

) ，# " 6 ) ,则系统（$$）是永久持久的 ’

证明 易知当 # " 6 ) ,时，7（’）( ’3BC（ 6（$ ) ’））的不动点 ’% ( $是全局稳定的 ’
下面验证其满足（.）和（D）
对于 # "! " $，由于

!［$ ) (（#,）］(!［$ ) 3BC（) 6##,）］

［$ ) (（!#,）］(［$ ) 3BC（)!6##,）］

令

8$（#,）( $ ) 3BC（)!6##,）)! *!3BC（) 6##,）］，!*（#，$）’
则 8$（#）( #且

8+ $（#,）(!#6［3BC（)!6##,）) 3BC（) 6##,）］% #，#, % #
因此当 #, % #，!*（#，$）时

$ ) 3BC（)!#6#,）)!［$ ) 3BC（)#6#,）］% #
所以（D）满足

由于#6 %
（$ ) %$）（$ ) %,）

) ，所以（.）满足

由定理 E知系统（$$）是永久持久的 ’
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