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［摘要］ 给出了非负矩阵谱半径上下界的一个估计，并将我们的结果与以往的结论做比较；在推论部分给出

了非奇异 !矩阵之逆的谱半径的界的估计以及任意复矩阵谱半径的一个上界的估计 &另外，我们还给出了非负

矩阵分离度的上界估计 &
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! 引言
非负矩阵是指元素为非负实数的一类特殊矩阵，在经济数学、概率论、物理、化学等学科中有重要的地

位 &有关非负矩阵谱半径的界值的估计在许多书籍与文献中均有阐述 &设 " <［#$%］! !&= & 为非负矩阵，

!（"）为 " 的谱半径 &以下给出某些已有的结论 &
引理 "［"］ 若 " 的各个行和为常数 ’"，那么!（"）< ’"；
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引理 %［#］ 设 " 是一个 & 阶非负矩阵，则
（"）!（"）是 " 的特征值，且属于!（"）的特征向量可取作非负的，即存在不为零的非负向量 (，使得

"( <!（"）( &
（!）若 " 有一个正的特征向量 (，则 ( 必是属于!（"）的特征向量 &
（,）" 的特征值可分为若干组，每组中的特征值模都相等，而且均匀地分布在以原点为心的某一圆周
上 &

引理 &［"］ 若"
%
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" 主要结论以及证明
引理 ’ 设 "是 & = &阶非负矩阵 &若 "有若干零行（列），设其编号为 ,"，,!，⋯，,-，划去 "的 ,"，,!，
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$% ］，$，% < "，!，⋯，& &

引理 ( "
%
#（ ,A"）

$% < "
-
#$-"

%
#（ ,）

-% $ < "，!，⋯，& （"）

"
$
#（ ,A"）

$% < "
-
#-%"

$
#（ ,）

$- % < "，!，⋯，& （!）

—(!—

第 !%卷第 "期
!##(年

南京师大学报（自然科学版）
B’CDE+F ’G E+EBHEI E’DJ+F CEHK.DLH?M（E0NOP02 L:1Q9:Q）

K;2&!% E;&"

&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&
!##(

  万方数据



证明 由 !"!" # # !!"# 得

!
$
%（ "!"）
" $ ，!

$
%（ "!"）
$ $ ，⋯，!

$
%（ "!"）[ ]&$

’
# ! !

$
%（ "）
" $ ，!

$
%（ "）
$ $ ，⋯，!

$
%（ "）[ ]&$

’
，

进而可得（"）式 %类似地，由 #’!"!" # #’!(! 可得（$）式 %
定理 ! 设 ! 为 & & & 阶非负矩阵，无零行也无零列，则
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证明 ! 是非负阵，由引理 ,与 -得，!（!）. /，且存在对应于!（!）的非零非负特征向量 * #［*"，
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推论 ! 若 ! 为 & & & 非负矩阵，无零行也无零列，则
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证明 对 !’ 应用定理 "的结论即得 %
推论 " 设 ! 为非奇异+ 矩阵，并设 ! 表为 ! # ,- 3 .，!（.）4 ,，. $ /，则
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（注：文［,］中称 "
!（! 3"）
为 !的最小特征值，并记之为"（!），其最重要的性质是"（!）$ 51（#），对任

何#%$（!）%）
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证明 由于 !是非奇异"矩阵，# !!（$）是 !的最小模的实特征值，且 ! !"为非负矩阵，且有 "
!（! !"）

# # !!（$）［$］%不妨假设非负阵 $ 无零行及零列（例如在表示式 ! # #% ! $ 中取 # & ’()
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推论 ! 若 ! 为任意 * * * 矩阵，且 + ! +"［+&,］&，, # "，,，⋯* 无零行亦无零列，
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证明 因为!（!）!!（ + ! +）［"］，对 + ! + 应用定理 "即得证 %

" 与其它相关结果的比较
（"）引理.中给出!（!）的上下界需要求出非负矩阵 !的正特征向量-，操作困难 %相比之下，定理 "的
结果容易计算，因为从引理 /，我们知道 !(-"的行（列）和能够由 !( 的行（列）和递推地算出，且计算工作量

不大 %
（,）当 (大于 ,时，定理 "较引理 ,的估计要更精确，事实上，若 !无零行及零列，则 !(（( # "，,，⋯*）
均无零行及零列，由引理 /以及定理 "，
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这两列不等式的最后一个不等式的证明如下：
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易见，随着 ( 取值的增大，定理 "的界值估计值越来越接近于!（!）%
（.）引理 "是定理 "的特殊情况 %从（,）的推导看出，当 ! 的行（列）和为常数时，由定理 "即得引理 "
的结果 %

! 非负矩阵分离度的估计
设 * * * 矩阵 ! 的特征值为""，",，⋯，"*，! 的分离度记作 /（!），定义为：

/（!）# ’()
&,

+"& !", + %当 ! 是非负矩阵时，关于 /（!）的上界有如下估计 %

定理 " ! 是 * * * 非负矩阵，无零行也无零列，则
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证明 "是非负矩阵，由引理 (（)），"的特征值可分成若干组，每组中特征值的模都相等，而且均匀地
分布在以原点为心的某一圆周上，故 " 的分离度不超过所有这些圆周中最大圆周的直径，即 !!（"）’再由
定理 &知，
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