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［摘要］ 本文给出了使用基于矩阵分裂 ! ’ " ( #的迭代格式 $% ) # ’ " ) #$% ) " )（ % ’ $，#，"，⋯）计算矩阵

!!&’ * (的 +,,-.!/.0-,1.广义逆 ! )的迭代法收敛的充要条件以及满足收敛性条件的矩阵 "的取法 2
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( 引言
上世纪 &$年代，许多学者以广义逆矩阵为工具，研究求解长方或奇异线性方程组的基于矩阵分裂的

迭代法，例如文［7—5］2到了上世纪 %$年代，这个课题的研究又重新兴起，以广义逆矩阵为工具，不仅研究
长方或奇异线性方程组的求解问题，还研究约束线性方程组的求解与广义逆矩阵的计算问题，例如文［&—
#$］2本文主要研究计算 + ( /逆的矩阵迭代，给出了收敛的 E-,E.-分裂的构造方法 2
本文采用广义逆矩阵以及数值代数的通用记号 2
引理 )［)］ 设 ! ! &’* (，则 ! 的 + ( /逆 ! ) 有下列性质：

（#）)（! )）’ )（!"），#（! )）’ #（!"）2
（"）!! ) * ’ * # )（*）$ )（!），*! ) ! ’ * # #（*）% #（!）2
其中 !" 表示 ! 的共轭转置矩阵，)（!），#（!）分别为 ! 的值域和零空间 2
引理 *［*］ 设 ! ! &’* (，* ! &(* ’，则 !* 与 *! 有相同的非零特征值，特别地，!（!*）’!（*!）2

) 主要结果
定理 ) 设 ! ! &’* (，且有分裂 ! ’ " ( #，则迭代

$+)# ’ " ) #$+ ) " )，+ ’ $，#，"⋯ （#）
对任何初始阵 $$ ! &(* ’ 收敛到 ! ) 当且仅当

!（"
) #）F # （"<）

)（"）’ )（!） （"G）
#（"）’ #（!）2 （"D

{
）

证明 必要性：设迭代（#）对任何 $$ 收敛到 ! )，则有

! ) ’ " ) #! ) ) " ) 2 （7）
将（#）与（7）相减，得

$+)# ( ! ) ’ " ) #（$+ ( ! )）’ ⋯ ’（" ) #）+)#（$$ ( ! )）2 （4）
因为 $+ & ! )，且 $$ 是任意的，所以（4）式表明

（" ) #）+)# & $ （ + & H），
此即条件（"<）成立 2（7）式显然蕴含着 )（! )）$ )（" )）2
因为 , ( " ) # 是可逆的，所以从（7）式可得

! ) ’（ , ( " ) #）(#" ) 2 （8）
此式表明
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!"#$（! %）& !"#$（" %），

从而有

#（! %）& #（" %）’ （(）
而（)）式又意味着

$（! %）& $（" %）’ （*）
据引理 +，（(）与（*）两式等价于（,-，.）’
充分性：设条件（,）成立 ’因为

（ % / " % $）! % & ! % / " %（" / !）! % & ! % / " % "! % % " % !! %，

而据引理 +，从条件（,-，.）可得
" % "! % & ! %，" % !! % & " %，

所以

（ % / " % $）! % & " %，

此即（0）式 ’将（+）与（0）相减得（1）式 ’因为此时!（"
% $）2 +，所以从（1）式知，对一切 &3，&’ ! ! % ’

满足条件（,-，.）的分裂 ! & " / $，称为 ! 的 4!546!分裂，这是文［0］中提出的概念 ’
推论 设 ! " ()7 * 有分裂 ! & " / $，则迭代

+’%+ & " % $+’ % " % ,，’ & 3，+，,⋯
对于每个 +3 " (* 与每个 , " () 均收敛到 ! % , 当且仅当

!（"
% $）2 +

#（"）& #（!）
$（"）& $（!）

{
’

证明 若令 +’ & +’,，则由 , 的任意性及定理 +立即可得 ’
现在我们来研究收敛的 4!546!分裂的构造方法 ’
定理 ! 设 ! " ()7 *，!"#$（!）& -，! & ./ 为 ! 的满秩分解，则：
（8）! & " / $ 是 ! 的 4!546!分裂当且仅当 " 可以表示为

" & +
"
.0/， （9）

其中"# 3为某个实数，0 为某个 - 阶可逆阵，此时!（"
% $）&!（ % /"0 /+）’

（88）任取 0 为只有正特征值的 - 阶可逆阵，则"满足条件 3 2" 2 ,#:8#（0）时，4!546!分裂收敛 ’
证明 （8）设 " & 12 为满秩分解，则
#（"）& #（!）$ #（1）& #（.）$ 1 & .0+ 对某个可逆阵 0+，

$（"）& $（!）$ $（2）& $（/）$ 2 & 0, / 对某个可逆阵0, ’
所以，! & " / $ 为 ! 的 4!546!分裂 $

" & .0+ 0, / 对某个可逆阵 0+ 0, ’ （;）

令 0+ 0, & +
"
0，则（;）就是（9）的形状 ’

若 " 如（9）所示，则 " % &"/ % 0 /+ . %，从而

!（"
% $）&!（"/

% 0 /+ . %（ +
"
.0/ / ./））

&!（/
% / /"/ % 0 /+ /）

&!（（/ /"0 /+ /）/ %）

&!（ %- /"0
/+）’

（88）设 0 为 - 阶可逆阵，只有正特征值#3，#+ %#, %⋯%#- < 3’则

!（ % /"0 /+）2 +$ / + 2 + /"#/+
3 2 +，3 & +，⋯，-

$ 3 2" 2 ,#3，3 & +，⋯，-

$ 3 2" 2 ,#- & ,#:8#（0）’
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定理 !中的参量 ! 与!有多种取法可使"（"
" #）# $%设 $ & %& 为满秩分解，’()*（$）& ’，则：

（+）若取 ! & %! %，则!应满足条件 , #! # !#-+)（%! %）%此时 $ 的收敛的 .’/.0’分裂为

" & $
!
%%! %& & $

!
%%! $，# & " 1 $ %

（++）若取 ! & &&!，则!应满足条件 , #! # !#-+)（&&!）%此时 $ 的收敛的 .’/.0’分裂为

" & $
!
%&&! & & $

!
$&! &，# & " 1 $ %

（+++）若取 ! & &&! %! %，则!应满足条件 , #! # !#-+)（&&! %! %）%此时 $的收敛的 .’/.0’分裂为

" & $
!
%&&! %! %& & $

!
$$! $，# & " 1 $ %

（+2）若将 ! 取为与 $，%，& 毫不相干的上三角阵

! &

(
( !

, "




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





(

，此中 ( 3 ,，

则!应满足条件 , #! # !( %此时 $ 的收敛的 .’/.0’分裂为

" & $
!
%!&，# & " 1 $ %
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