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［摘要］ 在四元数和四元数向量、矩阵空间上引入并交替使用三种不同的实数表示方式，将四元数体上的李

雅普诺夫矩阵方程和二次型转换为实数域上的等价方程组和等价二次型，并在此基础上把四元数自共轭矩阵

特征值、四元数向量和矩阵的常用范数、四元数矩阵的数值半径等运算问题一律转换为实数域上的等价运算问

题 #
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! 引言
在四元数代数理论中，有关四元数矩阵方程和二次型问题，是近年来国内外学者比较关注的热门课

题［!—&］，由于四元数乘法的不可交换性，造成四元数之间的运算（尤其是四元数向量与矩阵之间的运算）非

常繁琐 #为此，文献［;］，［<］将文献［+］，［!’］中有关四元数分量矩阵和蜕变矩阵的概念延拓到四元数向量
和矩阵空间，引入三种不同的四元数向量和矩阵实表示方式，将四元数之间及四元数向量和矩阵之间的运

算，一律转换为实数域上向量和矩阵之间的运算问题，本文继续采用文献［;］，［<］的四元数实表示方法，将
四元数体上的李雅普诺夫四元数矩阵方程化为实数域上的等价线性方程组问题，将四元数体上的二次型

转换为实数域上的等价二次型问题，并在此基础上把四元数自共轭矩阵特征值、四元数向量和矩阵的常用

范数、四元数矩阵的数值半径等运算一律转换为实数域上的等价运算 #

" 用四元数的实表示解李雅普诺夫矩阵方程
定义 " #"［$］、［%］ 对于实四元数体 ! 上的任意一个四元数 " = "’ > "# & > "" ’ > "$(，定义
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分别称 )（"）、+（"）、+>（"）为四元数 "的坐标、分量矩阵和蜕变矩阵，将 )（"）、+（"）、+>（"）统称为四元
数 " 的实表示 #
依照定义 ! #!，不难验证四元数的实表示均具有线性性质，且：
引理 " #"［$］、［%］ 对于任意 "、$ ! !，)（"·$）= +（"）·)（$）= +>（$）·)（"）#
尽管四元数乘积不具备可交换性，由引理 ! #!可知，四元数乘积的坐标等于四元数实表示的两种不同

次序的乘积，这足以求解李雅普诺夫四元数方程［!］ "% > %$ = &（"、$、& ! !）#
定理" #" 四元数李雅普诺夫方程 "% > %$ = &等价于实线性方程组［+（"）> +>（$）］·)（%）= )（ &）#
证明 对方程两边的四元数同时取坐标，得 )（"% > %$）= )（ &），根据四元数坐标的线性性质和乘积

可交换性质（引理 ! #!），
)（"% > %$）= )（"%）> )（%$）= +（"）)（%）> +>（$）)（%）=［+（"）> +>（$）］·)（%）= )（ &）#

这是实数域上的四元一次线性方程组，其解 )（%）与 "% > %$ = & 中的解 % 等价 #
为了求解李雅普诺夫四元数矩阵方程［!］、［$］’( > () = *，其中 (、*! !+? ,、’! !+? +、)! !,? ,，必
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须引进四元数矩阵的实表示：

定义 ! "#［$］、［%］ 对于四元数体 ! 上的任意一个矩阵 " !（#$%）&" ’ ! !&" ’，定义 &（’）!（&（#$%））!
(#)"*、 *（"）!（’（#$%））! (#)"#*、 *$（"）!（*$（#$%））! (#)"#*，分别称 &（"）、*（"）、*$（"）为四
元数矩阵 " 的坐标、分量矩阵和蜕变矩阵，将 &（"）、*（"）、*$（"）统称为四元数矩阵 " 的实表示 %
当 ’ ! &或 & ! &时，定义 & %’为四元数列向量和行向量定义了各自的坐标、分量矩阵和蜕变矩阵 %
显然，四元数矩阵的实表示也具有线性性质，且满足

引理 ! "#［$］、［%］ 对于任意矩阵 " ! !&" ’、( ! !’" )，

&（"·(）! *（"）·&（(）， &［（"·(）*］! *$（(*）·&（’*）

由引理 & %’可知：&（"·(）"*$（(*）·&（"*），故定理 & %&的结论不能直接延拓到李雅普诺夫四元数
矩阵方程 "+ $ +( ! , %
设矩阵 "、(、+、,的第 $行、第 %列的元素分别为#$%、-$%、.$%、/$%，分别取矩阵方程 "+ $ +( ! ,等式两

边第 $行、第 %列元素，得到等式#
’

0 ! &
#$0·.0% $#

&

0 ! &
.$0·-0% ! /$%，两边同时取坐标映射：#

’

0 ! &
*（#$0）·&（.0%）$

#
&

0 ! &
*$（-0%）·&（.$0）! &（ /$%）%

取遍所有的 $ 和 %，得到（’&）个四元一次方程组，将这些方程组按序排列，得
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上式左边中括号里是一个（#’&）阶实方阵，上式是实数域上一个（#’&）元线性方程组，如果它有惟一
解（或无穷多解），原矩阵方程 "+ $ +( ! , 也有惟一解（或无穷多解），且 &（.&& ⋯ .’& ⋯ .’&）* 惟

一对应四元数列向量（.&& ⋯ .’& ⋯ .’&）
*，即惟一对应四元数解矩阵 + !

.&& ⋯ .&&
$

.’& ⋯ .
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实线性方程组无解，则原四元数矩阵方程也无解 %
对于四元数体上的其他类型矩阵方程，如 "+( ! ,，也可采用类似的方法：即取遍矩阵方程两边矩阵

所有同行同列的四元数等式，所有等式两边同时用四元数坐标变换，反复利用四元数坐标映射的线性性质

和乘积可交换性质，最终可得出矩阵方程的等价实线性方程组 %

# 四元数体上的二次型

定义 # "!［+］ 设矩阵 " !（#$%）! !&" & 为自共轭阵，对于 !& 中每一个向量 , !（.& .’ ⋯ .&）*，

规定 2（,）! ,3", ! #
&

% ! &
#

&

$ ! &
%.$#$%.%，称 2（,）为四元数体上的二次型 %

四元数体上任意一个二次型满足［ 2（,）］3 ! ,3", ! 2（,），因此 2（,）是实数 %
定理# "! 四元数体上任意一个二次型 2（,）! ,3",等价于实数域上的二次型［&（,）］*·*（)）·&（,）%
证明 设 , !（.& .’ ⋯ .&）

* ! !&，（.4 ! .4( $ .4& - $ .4’ . $ .4*/，4 ! &，’，⋯&）、

" ! !&" &，" ! "3，则 2（,）! ,3", !（%.& %.’ ⋯ %.&）"（.& .’ ⋯ .&）
* %

根据引理 & %’，&（,3",）! *（,3）&（",）! *（,3）*（"）&（,）! &［ 2（,）］%

按定义 & %’，&（,）!
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即 !（"!）的第一行向量为［%（"）］$，而 %（"）为实数，故 %［ %（"）］! %（"）( )$ $ $ $ " #’，

由等式 !（"!）!（&）%（"）! %［ %（"）］的第一行可得 %（"）!［%（"）］$·!（&）·%（"），
不难验证：若 & 为 # 阶四元数自共轭阵，那么 !（&）为 ’# 阶对称实矩阵，
［%（"）］$·!（&）·%（"）为实数域上的二次型，且等于 %（"），结论成立 )
定理 & ’& 四元数体上任意一个二次型 %（"）! "!&"等价于实数域上的另一二次型
［%（!"）］$·!*（#&）·%（!"），其中!" ! !"" !"# ⋯ !"( )#

$
" ’#，#& !（#()*）" ’#( # )

证明 根据引理 " )#，%［ %（"）］! %［（"!&"）$］! !*（"$）%［（"!&）$］! !*（"$）!*（($）%［（"!）$］，

按定义 " )#，%［（"!）$］! %（!"）! ""$ & """ & ""# & ""% ⋯ "#$ & "#" & "## & "#( )%
$
" #’$，

!*（"$）! !* "" "# ⋯ "( )# ! !*（""） !*（"#） ⋯ !*（"#( )）

!

""$ & """ & ""# & ""% ⋯ "#$ & "#" & "## & "#%

""" ""$ ""% & ""# ⋯ "#" "#$ "#% & "##
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即!*（"$）的第一行向量为［%（!"）］$，因此由等式!*（"$）!*（&$）%［（"!）$］! %［ %（"）］的第一行可得
%（"）!［%（!"）］$·!*（&$）·%（!"）；而 &$ !（&!）$ !#&，不难验证：若 &为 #阶四元数自共轭阵，则#& 也是
自共轭阵，!*（#&）仍为 ’# 阶对称实矩阵，即［%（!"）］$·!*（#&）·%（!"）还是实数域上的二次型，且等于
%（"）)

) 四元数自共轭阵的右特征值
定义 ) ’*［**］ 设 & " ’#( #，若存在四元数!和非零向量!" ’#，满足 &! !!!，则称!为方阵 & 的

右特征值，!为!的右特征向量 )
定理 ) ’* 四元数自共轭阵 & 的所有右特征值为实数，且等同于 !（&）的所有特征值 )
证明 设!为四元数 # 阶方阵 & 的右特征值，!为!的右特征向量，则 &! !!!，
那么 %（!）!!!&! !!!!!为实数，不妨记! ! "" "# ⋯ "( )#

$，!为 ’# 上的非零向量，!!! !

$
#

) ! "
")·!") 为正实数，故! ! %（!）

!!!
为实数 )

根据文献［"#］引理 #，若 & 为 # 阶自共轭阵，则一定存在 # 阶四元数酉阵+，满足
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其中!"、!#、⋯!# 为 & 的右特征值 )按定义 " )#，容易验证：!（+!）!［!（+）］$，
而 + 为 # 阶酉阵，+!·+ ! +·+! ! ,#，故 !（+!）·!（+）! !（+）·!（+!）! !（ ,#）! ,’#，
即 !（+）为实数域上 ’# 阶正交阵，!（&）合同于实矩阵
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而!! ! "，!（!!）!!! #"（ ! ! #，$，⋯，$），因此，若!! 为四元数自共轭阵 %的单重右特征值，则!! 为

"$ 阶对称实矩阵 !（%）的四重特征值 %
定义 " #$ 在自共轭阵 %的所有右特征值（全为实数）中，称 %的非零特征值个数（重特征值须累计）!

为 %（或二次型 %&%%）的秩；%的正特征值个数（重特征值须累计）’为%（或二次型 %&%%）的正惯数；负特征
值个数（重特征值须累计）( 为 %（或二次型 %&%%）的负惯数 %
由定理 & %#的证明过程不难得出：
推论 " #& 自共轭阵 %的秩 ! !（%）秩的四分之一；%的正惯数 ! !（%）正惯数的四分之一；%的负

惯数 ! !（%）负惯数的四分之一 %
定义 " #" 如果对于任意非零向量 %! )$，四元数体上的二次型 *（%）! %&%%（" ’）( ’，则称该二

次型为（半）正定二次型，同时又称相应的四元数矩阵 % 为（半）正定自共轭阵 %
定理 " #$ 四元数自共轭阵 %为正定自共轭阵的充要条件是!（%）为实对称正定矩阵；%为半正定自

共轭阵的充要条件是 !（%）为实对称半正定矩阵 %
证明 若 %为正定自共扼阵，则 % ! %&，且对于任意非零向量 %! )$，’（%）! ""$、’（%）# (，*（%）

! %&%% !［’（%）］+·!（%）·’（%）( ’，由 )$与""$的同构性可知 %的任意性等同于 ’（%）的任意性，故!（%）
为 "$ 阶对称正定实矩阵，即 !（%）的所有特征值为正实数，因此 % 的所有右特征值为正实数 %
同理，如果 % 为半正定自共轭阵，那么 !（%）为实对称半正定矩阵 %

) 四元数矩阵的常用范数和数值半径

定义 ) #&［&"］ （)）对于 )$ 中每一个向量 % ! ,# ,$ ⋯ ,( )$
+，规定 %的 $ * 范数

$%$$ !（%&·%）
#
$ ! %

$

- ! #
&,-,( )-

#
$ %

（))）设 % !（.-/）! )$+ $，规定 % 的谱范数$%$0 ! % 的最大奇异值；% 的 1 * 范数

$%$1 !［,-（%·%&）］
#
$ ! %
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- ! #
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$

/ ! #
.-/·’.( )-/

#
$ %

（)))）设 % ! )$+ $，规定 % 的数值半径［#&］"（%）! ./0
$%$$ ! #

$%&·%·%$$ （其中 %! )$）

由于四元数运算的非交换性，使四元数向量和矩阵范数的运算相当困难，如果借助四元数向量和矩阵

的实表示，可以将四元数向量和矩阵的范数化为实向量和矩阵的范数 %
定理 ) #& 四元数列向量 %的 $ * 范数等于实向量 ’（%）的 $ * 范数［#"］

证明 设 % ! ,# ,$ ⋯ ,( )$
+
! )$（,! ! ,!’ 1 ,!# * 1 ,!$ + 1 ,!&,，! ! #，$，⋯$），

则 ’（%）! ,#’ ,## ,#$ ,#& ⋯ ,$’ ,$# ,$$ ,$( )&
+
! -".，

$%$$ !（%& · %）
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!$ 1 ,$
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#
$ ! ｛［’（%）］+ · ’（%）｝

#
$ !

$’（%）$$ %
定理 ) #$ 对于任意矩阵 %! )$+ $，%的谱范数$%$0 等于实矩阵 !（%）的谱范数［#"］；%的1 * 范

数$%$1 等于实矩阵 !（%）2-34566)78范数［#"］的二分之一 %
证明 由文献［#9］可知：对于任意矩阵 % ! )$+ $，一定存在 $ 阶四元数酉阵2 和 3，满足
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而 $ 为 ’ 阶四元数酉阵，则 !（$）为实数域上 %’ 阶正交阵，即实矩阵 !（!）·［!（!）］# 与实矩阵
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合同，!（!）·［!（!）］# 的非零特征值为!"
#、⋯、!%

# &

!（!）的谱范数"!（!）"# !（!（!）·［!（!）］# 最大特征值）" ’ # !!" ! ! 的谱范数"!"(；

同理，设 ! !（)*+）# ,’( ’（)*+ ! )*+$ ) )*+" " ) )*+# # ) )*+*$# ,’( ’，*、+ ! "，#，⋯，’）
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# ! #"!"-，结论成立 &

定理 ’ () （3）对于任意矩阵 ! # ,’( ’，! 的数值半径"（!）为实矩阵 !（!）的一广义范数［"*］&
（33）对于四元数自共轭阵 !，! 的数值半径"（!）为实矩阵 !（!）的谱半径 &
证明 （3）"（!）! 678

"*"# ! "
"*"·!·*"#，其中 * ! ." .# ⋯ .( )’

#
# ,’，*"·!·*# ,，

"*"·!·*"#
# ! +#（*"·!·*）·+（*"·!·*）& $，而 +（*"·!·*）! !（*"·!）+（*）! !（*"）·

!（!）+（*）&
由定理 # &"的证明过程可知：!（*"）# /%(%’，!（*"）的第一行向量为 +#（*），第二、三、四行向量均为

+（*）的线性变换，因此 +（*"·!·*）为 !（,）的函数，即"（!）为 !（!）的一非负函数 &
对于任意实数 0，容易验证："（0!）! 9 0 9·"（!），由"（!）的定义可知：

"（!）! $ ’ ! ! - ’ !（!）. -；且对于任意矩阵 !、1# ,’( ’，"（! ) 1）("（!）)"（1），但在一
般情况下，"（!·1）("（!）·"（1）不成立，因此"（!）仅为 !（!）的一广义范数 &
（33）对于任意一个自共轭阵 ! # ,’( ’ 和任意向量 *# ,’，*"·!·*为四元数体上的一个二次型，
*"!*等价于实数域上的二次型［+（.）］#·!（!）·+（*），且"*"# ! " ’ "+（*）"# ! "，

"（!）! 678
"*"# ! "

"*"·!·*"# ! 678
"+（*）"# ! "

"［+（*）］#·!（!）·+（*）"# ( 678
"/"# ! "

"/#·!（!）·/"#，

上式中的 /是欧氏空间 /%’ 中的向量，!（!）为 %’阶对称实矩阵，!（!）所有的特征值为实数，从属于
!（!）所有的特征值的特征向量构成向量空间 /%’上的一组基［"%］，记!（!）所有特征值中绝对值最大的一
个特征值为#"，取 /为 !（!）从属于#" 的单位特征向量，则

678
"/"# ! "

"/#·!（!）·/"# ! 9#" 9 !"［!（!）］，即"（!）("［!（!）］&
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由定理 ! "#可知，!# 是 ! 的一右特征值，取 !# 为 ! 从属于!# 的单位右特征向量，

"（!）$ %&’
!!!( $ #

!!"·!·!!( "!!# "·!·!#!( $ !!# "·!#·!#!(，而!# 为实数，

!!# "·!#·!#!( $ )!# )·!!# "·!#!( $ )!# )，故"（!）""［"（!）］，即"（!）$"［"（!）］"
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