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具有非线性出生率的时滞
!"#$%"&’"()*#+"模型的稳定性分岔

马苏奇!，"，陆启韶!

（!#北京航空航天大学理学院，!$$$%&，北京）
（"#中国农业大学理学院，!$$$%&，北京）

［摘要］’ 研究了一类 ()*+,)-.)/01*2)单种群人口模型 !"（ #）$ % ! !（ #）& ’0 %("0 %#!（ #%"）)其中的出生率是时滞

"的非线性函数 ’0 %("而不是常数 ’) 应用选择性的方法或中心流形定理，确定了分岔周期解的稳定性及 3+45分

岔的方向#应用计算机软件和数值方法，也得到了一些相图和轨线的时间历程图#

［关键词］’ ()*+,)-.)/01*2)模型，成熟时滞，3+45分岔

［中图分类号］6!78# !&，’［文献标识码］9，’［文章编号］!$$!-:;!;（"$$8）$"-$$$!-$8
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@A 引言
本文研究下面的 ()*+,)-.)/01*2) 型的人口模型

!"（ #）$ % !!（ #）& ’0 %!
*
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其中 " $ !
*

+ $ !
"+ 是成熟时间)假设种群人口从出生到成熟可分为 *个生命阶段，并假设各个生命阶段所花费的

时间为 "+，死亡率常数为 (+（ + $ !，"，⋯，*）) !（ #）表示 #时刻成年人口的数量)注意到若 "+ $ $（ + $ !，"，⋯，*），
方程（!）恰好是文［!］提出的模型)文［" , :］也得到了 (+ $ $（ + $ !，"，⋯，*）时方程（!）的线性化振荡的结
果和全局吸引性条件)然而，对于方程（!）某 (+ - $的情形，目前还没有文献涉及，有关时滞微分方程的中心流
形理论和 T+GL)? U+GL方法见［8］)

BA 线性化稳定性
为准确计算（!）的正平衡点，我们给出特殊函数 ()LM0G,.函数的定义)
定义 BA ()LM0G,.函数满足

()LM0G,.（!）0N4（()LM0G,.（!））$ !，
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对每个非零的 !，方程 "!"#（"）# !的解是不唯一的，因而 $%&’!()$函数有多值分支%其中在原点解析的分支
被称为 $%&’!()$函数的主值分支，用 $%&’!()$（!）表示%而且

$%&’!()$&（!）# $%&’!()$（!）
（* ’ $%&’!()$（!））!% （+）

以下讨论方程在（*）() # ( * ,，（ ) # *，+，⋯，+）的情形%

令 ! # !
+

) # *
!) %用 !# 表示方程（*）的正平衡点，由定义 *，可得

!# # *
"
$%&’!()$ ",

#
! -(( )! ， （-）

!# 依赖于时滞 !%方程（+）的线性化系统为
!&（ .）# - #!（ .）- #"!#!（ . - !）% （.）

若把时滞视为变化的参数，没有实际的稳定性准则可应用于方程（.）%把滞量 ! 和常数 , 看作是变化的参
数，我们下面研究方程（+）的正平衡点 !# 的渐进稳定性的充分必要条件%
方程（.）的特征方程为：

!（$）# $ ’ # ’ #"!#! -$! # ,， （/）
假设对某 !值，特征方程（/）有一对纯虚根 $ # / 0%（% * ,），则有

- "!#123（%!）# *，0 #"!#304（%!）# %， （5）
其中 " 1 + ’ ++" 2 %! 2 " ’ ++"，+ # ,，*，+，⋯%令 3 # %!，得到方程（5）的参数形式：

!# # - *
"1233
，

! # - 31233
#304

{
3

% （6）

求方程（5）关于 %的解转化为求方程（-）和（6）的公共解%
方程（6）两边分别关于 3求导，得

7!#
7!

# 7!# 1 73
7! 1 73

# #（ - * ’ 123+3）3043
"123+3（ - 12333043 ’ 3）

，

注意到 1233 2 ,和 3043 * ,，因而我们可得 7!#
7!

2 ,%因而方程（6）在（!，!#）平面内的曲线族均是单调下

降的曲线且不会自相交%限制参数 3在" 1 + 2 3 2 "的范围内变化%此时，由方程（-）和方程（6）具有公共唯一
解的充要条件可被写作关于变量 ,，3的方程：

- *
1233 # $%&’!()$ ",

#
!"# (31233

#304( )3

#（ - * ’ 123+3）3043
123+3（ - 12333043 ’ 3）

#
- ($%&’!()$ ",

#
!"# (31233

#304( )3

* ’ $%&’!()$ ",
#
!"# (31233

#304( )













3

% （8）

方程（8）有唯一解（,,，3#, ）%从而有下面的定理：
定理 !" 若 , 2 ,,，则特征方程（/）没有具零实部的特征根；若 , # ,,，则特征方程（/）有且只有一对具零

实部的特征根；若 , * ,,，则特征方程（/）有两对具零实部的特征根%
一般地，对应于变化范围 " 1 + ’ ++" 2 3 2 " ’ ++"，参数（,+，3#+ ）也可以从方程（8）解出（+ # ,，*，+，

⋯）%
当 , * ,, 时，方程（-）和方程（6）有公共解（!+，!#+ ），（+ # ,，*，+，⋯），并设 !, 2 !* 2 !+ 2 ⋯%把特征根

$（!）# &（!）/ ’（!）代入方程（6）并分离实部和虚部，可得
- #"!#! -&（!）!123（’（!）!）- &（!）# #，0 #"!#! -&（!）!304（’（!）!）- ’（!）# , （9）

求方程（9）在 !) 处的导数，注意到 &（!)）# ,，’（!)）# %)，!#（!)）# !#) ，我们有
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（!"!#" !"#（#"$"）$" # $）
%%（$"）
%$"

$ !"!#" #&’（#"$"）$"
%&（$"）

%$
$ !"!#" #&’（#"$"）#" % (，

# !"!#" #&’（#"$"）$"
%%（$"）

%$
$（!"!#" !"#（#"$"）$" # $）

%&（$"）
%$"

$ !"!#" !"#（#"$"）#" % (，

（$(）

解方程（$(），可得
%%（$"）

%$
%

!"!#" #&’（#"$"）#"

!)")!#)
" $)

" # )!"!#" !"#（#"$"）$" $ $
& (，

当不考虑滞量时（即 $ % (），对任意的 ’$(，方程（)）的正平衡点解是渐进稳定的(当滞量存在时（即 $ &
(），根据上面的讨论和线性稳定性分析以及 *"+,分岔定理，得
定理 !"（ -）若 ’ ) ’(，则正平衡点是全时滞稳定的（或绝对稳定的）(若不然，存在临界值 $(，使得当 $ )

$( 时，平衡点是渐进稳定的，但 $ & $( 时是不稳定的(
（ --）若 ’$ ’(，在 $ % $( 处发生 *"+,分岔(
对于 $" % $（ " % $，)，⋯，*）的情形可类似地讨论(

!" #$%&分岔
作坐标变换%! % ! # !#，为公式的美观起见，仍然用 !来表示%!并把方程（)）展开到 .阶项，则方程（)）变

形为下面的形式：

!+（ ,）% # !!（ ,）# !"!#!（ , # $）$ $
) !")!#!)（ , # $）# $

/ !".!#!.（ , # $）$ -（!0（ , # $））， （$$）

选择相空间为. % .（［ # $，(），’），对任意的’&.，定义’’’ % #1+
(&［ #$，(）

’（(）(为研究分岔周期解的稳定

性，令 !, % !（ , $ (），(&［ # $，(），并把方程（$$）改写为算子方程的形式：
%!,

%, % /（0）!, $ 1!,， （$)）

其中 0 % $ # $( (对任意的 ’& .，算子 /和 1分别定义为

/（0）’（(）%
%’
%(
，2 # $( ( ) (

3’（(）， ( %
{

(
（$.）

其中

3’（(）% # !’（(）# !"!#’（ # $）， （$0）
和

1’（(）%
(，2 # $( ( ) (
$
) !")!#’)（ # $）# $

/ !".!#’.（ # $）$ -（’0（ # $））， ( %{ (
（$2）

对 ’& .，)& .# % .（［(，$］，’），定义双线性形式

〈)，’〉% ))（(）’（(）# *
(

( % #$
*

(

* % (
))（* # (）%+（(）’（*）%*，

其中的 %+定义为
%+（(）%［ # !,（(）# !"!#,（( $ $）］%(， （$/）

为了构造中心流形，对任意的 )& .#，定义算子的伴随算子 /# 为

/#（0）)（ 4）%
# %)

%4，2 ( ) 4( $

3#)（ 4）， 4 %
{

(
（$3）

其中

3#)（ 4）% # !)（(）# !"!#)（$），
计算可得 /（(）关于特征值 &#的一个特征向量基是
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!（!）" !""!，# # $ #( !( #% （$%）
且 &#（#）关于特征值 $ ""的一个特征向量基是

!#（!）" $
$ $ #$%’#!""#!

""(，# # # ( (( #% （$&）

可以验证 !#，%!满足正交化条件%因此任意的 ’) & *可被写作
’) " +! , %+%! , -， （’#）

其中 -& .& %由方程（’#），我们有
+/（ )）"〈!#，’/)〉" ""+（ )）, %!#（#）0 1（ +，%+）" ""+（ )）, 2（ +，%+）， （’$）

2（ +，%+）的展开式为

2（ +，%+）" 2’#
+’
’ , 2$$ +%+ , 2#’

%+’
’ , 2’$

+’%+
’ , ⋯，

其中的系数｛234｝是常数%另一方面，可得
0 1（ +，%+）" 5（’!（ +!（!））, -），

把 - " 6（ +，%+）展开成级数

- " 6（ +，%+）" 6’#
+’
’ , 6$$ +%+ , 6#’

%+’
’ , ⋯，

从方程（’#），我们又可以得到

-/ " &6（ +，%+）$ ’!｛%!#（#）0 1!（!）｝，# $ #( ! 7 #
&6（ +，%+）$ ’!｛%!#（#）0 1!（!）｝, 1， ! "{ #

（’’）

方程（’’）的第一个方程可被写作
6/（ +，%+）" &6（ +，%+）, 8（ +，%+），# $ #( ! 7 # （’(）

其中

8（ +，%+）" 8’#
+’
’ , 8$$ +%+ , 8#’

%+’
’ , ⋯%

由方程（’#）可以计算%!#（#）0 1（ +，%+），和 2（ +，%+）的展开式比较，可得
2’# " +9$’#%’! $’""#，# 2$$ " +9$’#%’，

2#’ " +9$’#%’!’""#，# 2’$ " +9（$’#%’!""#6’# $ $’#%( ! $ ""# , ’$’#%’6$$ !
$ ""#）%

（’)）

与 8（ +，%+）的展开式相比，我们有
8’# " $ 2’#!（!）$ )2#’%!（!），# 8$$ " $ 2$$!（!）$ )2$$%!（!）% （’*）

从方程（’(）可得
（& $ ’3"）6’# " $ 8’#，# &6$$ " $ 8$$ % （’+）

考虑到算子 &的定义，由方程（’*）、（’+），计算可得

6’# " "
2’#

"
!""! , "

)2#’

("
! $ ""! , :$ !

’""!，# 6$$ " $ "
2$$

"
!""! , "

)2$$

"
! $ ""! , :’ % （’,）

其中 :$，:’ 由方程（’’）的第二个方程确定，得

:$ " $
("$2’# , "$)2#’ , ("$’#%2’#!

$ ",’# , "$’#%)2#’ !
",’# $ (2’#" , )2#’" , ("$’#%’ ! $’",’#

("（$ , $’#%! $’",’# , ’""）
，

:’ "
"$2$$ $ "$)2$$ , "$’#%2$$ !

$ ",’# $ "$’#%)2$$ !
",’# $ 2$$" $ )2$$" $ "$’#%’

$"（$ , ’#%）
，

（’%）

因而由方程（’)），（’,）和（’%），我们可计算下列的量：

*$（#）" "
’" 2’#2$$ $ ’ 2$$

’ $ $
( 2#’( )’ ,

2’$

’ ，

0$ " $
!｛*$（#）｝
!｛(/（#）｝

，# ) " !｛*$（#）｝%
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其中 !!决定了 !"#$分岔的方向，且 "决定了分岔周期解稳定性的方向"
方程（%&）在 # $ ’ 处的普适开折为

%& $（#（#）’ ($（#））% ’ (&（#）%%%% ’ )（ % )）"
由第二部分，已知 #（’）$ ’，$（’）$ %’，根据一般的 !"#$分岔定理，我们有下面的结论：
定理 !" 当 *$ *’，& $ &’ 时，若 !! + ’，则 !"#$分岔是下临界的；若 !! , ’，则 !"#$分岔是超临界的；分岔

出的周期解当 " + ’ 时稳定，但当 " , ’ 时变为不稳定"
定理 %和定理 *表明，若参数 *大于某一个临界值 *’，且 &位于 & $ &’附近的某一个邻域内，则方程（%）的

周期解存在"在初值条件’（ -）$ ’+ &’，. -&［ / &，’］下，对方程（%）作数值模拟"令参数 0 $ %，! $ ,，( $ ’+ %，
通过求解方程（-）得到：*’ $ *.%+ -)&.⋯"选择 * + *’，则对任意的 &，方程（%）的平衡点解是渐进稳定的"时间
序列解和相应的相轨迹解在图 &中给出"若 *$ *’，则 !"#$分岔在某 &’ 处产生" & , &’ 时的时间序列解和稳定
的周期解相图在图 % 中给出，前面分析的结果进一步得到了验证"
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