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[摘要] 本文主要对族少混合作了研究着重于对族罗混合的等价条件的研究和族霸昆合以及保测变换的
强族卿昆合与存在熊意义下的混沌子集关系的研究．
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Abstract：This paper mainly researchs on the J窟-mixing with respect to a family谚devoted to studying the

equivalent conditions of the 3荭-mixing and the relationships between the chaotic in the sence of Xiong and

the劈-mixing，the strong鲡-mixing of a measure—preserving transformation of a Borel probability space．
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0 引言

动力系统(x，D是无限的紧致度量空间(X，d)连同连续满射．厂：x—x．而族少回归是拓扑动力系统
中的一个重要部分．1981年Hillel Furstenberg在[1]中用z或z+的子集族刻画了戈的轨道进入邻域的情

况，从而提出了族。少的概念．而E．Akin拉1进一步研究了族少回归的性质．本文主要对族。绷合作了研究
将文[3]的有关拓扑双重遍历的性质推广到了族。叨昆合上．同时对于保测变换给出了族少遍历和族少强
混合的定义，讨论了它与熊意义下混沌的关系，推广了文[5]中的关于混合变换的相关结果．

1 定义及引理

令z+表示非负整数集合，伊表示z+的幂集，俨+=伊＼{g}．如少为满足以下性质的伊的子集：F。

c疋，且F，∈。少≥疋∈矿，则称。罗为一子集族．如。少为一族，其对偶劈∥={F∈沪J F 1"3 F。≠g，
对所有F。∈矿}是一族．对于任意的族彰．％斌旷=历对于i∈z+，令g‘：z+一Z+，g‘(J)=i+，，称g‘

为平移映射．若少为一族，对于任意i∈Z+，及任意F∈只91(F)={J∈Z+I i+．j∈F}∈只称矿为

平移不变族．令少=}F∈伊J对z+的任意有限族{i。，i：，⋯，i。}，911(F)n 912(F)n⋯n 91‘(F)∈
矿}．若魔治·少={A n F A∈。疡彻，F∈研c彰则称真族。少为全族．
令x为拓扑空间，．厂：x_÷X连续，少为一族，对于x的任意非空开集u，y，若Ⅳ，(u，V)={n∈Z+I

厂“(I，)n U≠彩}≠咖，则称／拓扑可迁．若以(U，V)∈只则称．厂为族少可迁．如f×f为族少可迁的，则
称厂是族。卿昆合的．x为拓扑空间，．厂：x_x连续映射，设{ni}为一正整数的递增序列．如果对于x上的任
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意非空开集U，V，存在i>0，使得尸‘(U)n V≠囝，则称，关于序列{见i}可迁Hj．

若咖是满足条件g。咖=币。f的连续满射，则称咖为因子映射，称(Y，g)为(x，力的因子．

设(Xi，di)，i∈N为紧致度量空间，gi：置+。一置为连续映射，令X。=lira{Xi，gi}={(x。，髫：，⋯)I

戈i∈Xi，g。(戈Ⅲ)=戈i，i∈N}，称x。为由{Xi，gi}生成的逆极限空间．如果，：置_x。连续，且gi。Z+。=

Z。gi，i∈N，则{Z}诱导了x。上的映射兀，^(搿，，名：，⋯)=(工(省。)，五(石：)，⋯)，称(x。，^)为由

{Xi，gi,fi}墨。生成的逆极限系统．

设x为拓扑空间，，：x_x连续，若c为x的子集，Js为z+的无限子集，如对于C的任意子集A和任

意连续映射g：A_x，存在递增无限序列‰}c S，使得对于V戈∈A，!imf‘(石)=g(戈)，则称C为相对于

数集|s熊意义混沌的¨J．

令(x，L刀，肛)是一测度空间，设f：X—x是(x，历，肛)的一保测变换．如果对于VA，B∈劈，及V h}
∈彰有

1
＆

¨lira。专；肛(A n厂％(B))2肛(A)肛(B)，
则称／关于族。乃盛历．如矿={z+}即为通常意义下的遍历．如果对于VA，B∈历，以及V{ni}∈只

jim灿(a n厂^(B))=肛(A)肛(B)，称，族。弼虽混合．如矿={z+}即为通常意义下的强混合；如．少为密度

为1的集族，即为通常意义下的弱混合Mj．

引理1 设厂是紧致度量空间x上的连续自映射，则下列条件等价：

(1)．厂关于族．师丁迁．
(2)V㈦}∈魔Z使得厂关于序列∽}可迁．

(3)V㈠}∈魔只{戈l{／i(戈)，i≥1}在x中稠密}是一个稠密的G-集．
证明 (1)j(2)．族。旷可迁，即对于x的任意非空开集u，y，肌(u，V)∈历因为㈦}∈魔Z所以

㈦}nⅣ，(u，V)≠囝，存在z7∈㈦}nⅣ，(u，y)，使得／’(u)n V≠⑦．因此／关于序列㈦}可迁．

(2)j(3)如果{玑}f是一组拓扑基，则

{戈l{／‘(戈)}墨。是稠密的}=C'I，U'厂“(U。)

因为对于V㈦}∈院嚣f关于序列㈦}可迁．由此对于V n∈N，U．厂“(以)是稠密的，所以结论成立．

(3)j(1)．设u，y是非空开集，由(3)可知，对于V㈦}∈嬲i存在石∈U，使得{／‘(戈)；i≥1}在
x中稠密，这蕴含着／i(u)n V≠g，对于某个i>0．所以对于V％}∈职Ⅳ，(U，V)n㈠}≠⑦，
Ⅳr(u，V)∈钡魔叨=。畈厂关于序列限}可迁．
引理2[2 J。约勺全族，则有。卯昆合甘T夕可迁．
注 由引理1和引理2可见：若．少为全族，则(x，力族．少混合铮V{li}∈衙只使得厂关于序列㈦}

可迁．

引理3 令厂是概率空间(x，历，肛)的保测变换，则对于Vm∈N，f族少强混合的充要条件为厂州=

fXf X⋯Xf族。弼虽混合．
证明 “仁”，州族。珊混合，对于VA，B∈历，V h}∈只有jim肛(A n厂～(B))=lim／x X p×

⋯×ix[(A X X X⋯X X)n(f×f X⋯X力”‘(B X X X⋯×X)]=肛(A)肛(B)，所以，族少强混合．

“兮”f族弼虽混合，则对于VA，B∈留，及任一序列{ni}∈只有jim肛(A n厂～(B))=肛(A)ix(B)．
马蚯意A1，A2，⋯，A。，召l，B2，⋯，B。∈历，jim肛×tx×⋯X肛[(A1×A2×⋯X A。)n(f XfX⋯X力”‘(BI
X B2 X⋯×B。)]=jimp(A。n厂唧(B，))肛(A2 n厂～(B：))··弘(A。n厂q(B。))=肛(A，)卢(B。)肛(A2)

肛(B2)‘·‘p(A。)tx(B。)=肛×肛X⋯X p(AI X A2 X⋯X A。)tx X p X⋯×ix(BI×B2×⋯X B。)，所以

．f叫族。明虽混合．
引理4 设f：X斗x是概率空间(x，历，肛)的一保测变换，且厂族少遍历，对于VA∈历，若有肛(A)

>0，则对于V{ni}∈只有肛(u厂％(A))=1．
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证明 假设A∈历，且肛(A)>0．取A=．U．厂q(A)和B=x—A．如果肛(A)≠1，则肛(B)>0，对

于每个i>0，B n厂～(A)=g，我们有
1
k

姆寺；肛(B n厂凡(A))=0≠肛(A)肛(B)·
由于肛(A)／x(B)>0．与厂族。呖盅历矛盾．
引理5 x为拓扑空间，C为X的有限子集。厂：盖_÷X连续，则C为相对于Z+的无限子集5的熊意义下

的混沌集的充要条件是对于任意连续映射g：C—x，存在无限递增序列{Pi}c S，使得对于V戈∈C，

lim$‘(搿)=g(x)．

证明 “j”显然．

“乍”对于C的任一子集A及任意连续映射F：A_÷x，因为c为有限子集，因此存在F的连续开拓F：C—

x，使得F J。=F．于是存在无限递增序列{Pi}c s，使得Vz∈A c C，limf‘(戈)=F(戈)=F(戈)，

因此C是相对于Js的熊意义下的混沌集．

2 定理

定理1少是平移不变族，则，族。卿昆合当且仅当对于任意非空开集u，y，存在J∈巧使得Vn∈J，
厂“(U)n U≠囝和厂”(u)n V≠g同时成立，即Ⅳ，(u，u)n肌(u，V)∈厉

证明“j”显然．

“仁”对于任意非空开集u。，％，％，乩，由假设存在t。∈N，使得V。=厂q(U。)N U2≠囝，存在t：∈

Ⅳ，K=厂乜(U。)n厂n(U3)≠⑦．存在J7∈只使得Vt3∈J’，厂b(v2)n v2≠囝和厂b(v2)n v4≠
囝．令J={t∈N t—t2∈J’}．因为。罗是平移不变族，所以J∈厉V t∈l，，存在t，∈J’，使得t=t2+t，，

所以厂“(厂‘(U，)n％)=厂¨1+"(U。)n厂“(乩)3厂¨1+"(u。)n厂‘(U2)f-1厂蛆(U3)=厂‘(厂“(U。)n

Uz)f'l厂“(U3)=厂‘(V1)n厂“(U3)D厂b(屹)n厂“(％)]厂姆(K)n％≠⑦，从而，厂‘(u。)n乩

≠fZj，而厂‘(％)n以3厂“1+”(U。)n厂‘(％)n u4=厂‘(厂“(U。)n U2)n U4=厂‘(y，)n乩]

厂b(K)n以≠g，所以，是族少混合的．

在文[3]中讨论了：若，是拓扑双重遍历，当且仅当对于任意非空开集u，y，存在正上密度集J c N，使

得V n∈-，，厂“(u)n U≠a和厂“(U)n V≠囝同时成立．显然本文的定理1是以上结论的一个推广

定理2 若族。矿是平移不变族，则以下性质等价．

(1)．厂是族少混合的．

(2)对于V n≥2，n重积，¨=f×S X⋯X f是族。少可迁的．

(3)对于Vn≥2／们是族．卯昆合的．
(4)对于V 8>0，及任意非空开集u，存在J∈只使得V n∈J，厂8(u)在X中s稠密．
证明 (1)j(2)．令阢，％，⋯，以，K，屹，⋯，圪为x的任意非空开集，则

n

啄。)(Vl X也×⋯X K，Ul×％X⋯X U)=n．Ⅳ，(Vi，Ui)．

因为／是族少混合的，J2=Ⅳ，。r(VI X U。，K X％)=Ⅳ，(V1，K)nⅣ，(u。，％)∈历任取z∈J2，令U=

厂2(％)n U。≠囝，V=厂2(K)n V1≠囝，所以J。=肌(V，U)∈历

任取m∈J，，厂”(u。)n Vl D厂“(u)n V≠囝，厂“(U2)n％D厂“(／(U))n／(V)D／(厂“(u)

n V)≠⑦，于是以(K，u。)nⅣ，(K，％)DⅣ，(V，U)，n1啊(K，Ui)DⅣ，(V，U)n(口Ⅳ，(K，Ui))．

重复以上过程即知，存在非空开集可，矿，使得nⅣ，(K，Ui)DⅣ，(矿，可)∈历，¨=S×S×S×⋯⋯×，是

族少可迁的．

(2)j(3)．由厂叫X，¨族少可迁，即知，¨是族。卯昆合的．

(3)j(4)．V s>0，存在m个÷开球，{曰。，日：，⋯，曰。}构成x的开覆盖．
厶

．

因为，州=S×f×⋯Xf族少可迁，所以对于任意非空开集u，
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S=Ⅳ“。)(B1 X B2 X⋯X B。，U X U X⋯×U)∈只
Vn∈S，V i∈{1，2，⋯，m}，厂“(u)n曰i≠囝．即V凡E S，厂”(u)在x中E稠密．

(4)j(1)．任取x的非空开集u，y，则存在E>0，使得U和l，各包含一直径为E的开球B。和B：．

由条件知，存在J∈巧使得V n∈J，厂“(U)在x中E稠密，从而厂4(U)n U D厂“(u)n B。≠⑦，厂”(u)
n V D厂“(u)n日：≠囝．由定理1知，是族。卵昆合的．
定理2是文[3]中引理2的自然推广，由以上证明可见，由(1)毒(2)，(2)j(3)，(3)j(4)均不

需要族。罗是平移不变族的条件．

定理3 若厂是族少混合，则对于x的任意非空开集u，y及任意m∈N，存在J。∈只．，。D J2 D⋯

D J。D⋯，使得Ⅳr(y，u)3{[Z，Z+m一1]n N z∈J。}．

证明 令Ui=厂i(U)，K=V，i=0，1，2，⋯，m一1，则因为厂是族少混合的，由定理1知J。=
，n一】

nⅣf(Vi，Ui)∈姐若m’<m，则Jm[J。。 V z∈J。，V i∈{0，1，2，⋯，m一1}，厂‘(ui)n K=
厂2(厂i(U))n V=厂““’(U)n V≠⑦，所以Ⅳ，(y，U)D{[f，f+m一1]n N Z∈Jm}．

定理4 族。罗是平移不变族，若(x，力族。卯昆合，则其因子也是族两昆合的．
证明 设咖：(x，力一(Y，g)是因子映射，g。咖=咖。，

设U，V是l，中的任意非空开集，所以咖一(U)，西。1(矿)是x中的非空开集．因为(x，力族明昆合，则对
于西。1(U)，咖一(y)，存在J∈只使得V n∈J，

，1(咖_1(U))n咖-1(U)≠囝，厂4(咖_1(U))n咖“(y)≠⑦

⑦≠咖(厂“(咖-1(U))c咖-1(U))c咖(厂“(咖-1(U)))n U=91(U)n U

g≠咖(厂“(咖_1(U))n咖-1(y))c咖(厂“(咖_1(U)))n V=g”(U)n y

因此g是族。研昆合的．
定理5 族少是平移不变族，设(x。，兀)为由{置，gi，Z}墨。生成的逆极限系统，则每个Z族。研昆合

的充要条件是．凡族。少混合．

证明 “仁”若L族。卿昆合，对于每个i∈N，仃i：X。_置，7ri((戈，，戈：，⋯))=戈i，则7ri是连续满的

开映射，且，。7ri=仃。。兀，即(x。，Z)是(x。，兀)的一个因子．由定理4，得(x。，Z)也是族。矿混合的．

“j”因为{7ril(Ui)l玑是互的开子集，i∈N}是x。的一拓扑基．

欲证兀是族。卯昆合的，只需证：对于任意的i√∈N，{玎∈N I咒(7ril(以)n 7rJ_1(U)≠⑦，其中u。，
ui分别为置，xi的非空开集}E历

不妨设i≤歹，则90一。(以)=gj_lI。碇。⋯。gil(配)为乃的开集．因为丘。町1=町1。‘，g沪；。乃
2 7ri-

所以咒(丌i1(弘))n町1(够)=咒(町190一。(U；))n町1(％)=町1[(万(90一。(Ui))n％)]，
{n∈N I尼(7ril(玑))n 7r7_1(％)≠囝}={n∈N l刀(gi；一。(ui))n％≠g}．
由于．f是族碉昆合的，他们属于族少的，从而丘是族。罗混合的．
这是文[3]定理4的推广．

定理6 设，：x叶x为紧致的度量空间上的连续映射．若，是族碉昆合的，则，在x上的Borel概率
测度空间M(x)上的诱导映射，：M(x)_M(X)是族驴混合的．

，1 n ，

证明 令n∈N，g。(x)={÷∑6q I戈i∈X，i=1，2，⋯，凡}，
则M。(X)是x上的Borel概率测度空间肘(x)的闭集，且

U M。(X)=M(X)．
‘2I

令E，。，巩，U，K为M(x)中的非空开集，则对于某个充分大的n，存在戈；，y；∈X，i=1，2，1≤J≤n，

使得
1
n n

÷∑6。}∈Ui n Mn(X)，i1∑6巧∈K n M。(x)，i=1，2
～J 21 ～J 21

n

选择勺i的邻域够，使得V彳∈蟛，i1∑6：}∈Ui
、

¨J 21
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同样选择"i的邻域巧，使得Vz_；∈髟，i1∑60∈v／．w
J21

因为厂是族。矿混合的，由定理2的证明可见S=(i[1Ⅳ，(叼，晖))n(；n'Ⅳ，(F，哆))∈历
对于V m∈s，取彳i1∈u}n厂“(珥)，t；∈嘭f-I厂“(哆)，

1
n

1
n

则肛·2音；6才∈Ul，b'1 2音萋6口∈Vt，
1 n 1 n

死t 2音；勤c刁，∈巩，广∥t 2亡；跏c寸)∈屹，
所以(f×f)“(U。×VI)n(U2×比)≠囝，

即得．尹是族少混合的．

这是将文[7]的定理5关于拓扑双重遍历的有关结论推广到族碉昆合上．
定理7 x是紧致空间，．厂是x—x的连续映射，且少是全族，则厂族。研昆合的充要条件是对于任意m
>0，及任何属于肠。卯拘递增序列，有一个x“的G。子集y，Y=X“，Y中的每个点的m坐标对于这个序列
形成熊意义下的混沌子集．

证明 由引理7可见，C={戈，，戈：，⋯，戈。}是相对于序列㈦}的熊意义下的混沌集甘对于任意连续

映射g：C—x，存在无限递增子序列h}c㈦}，使得V石i∈C，1imfi(戈。)=g(石)，而后者又等价于对于

戈=(z。，髫2，⋯，戈。)，{(，州)k(戈)；i≥l}在X“=X×X×⋯X中稠密．所以

“j”由引理1，引理2可得．

“j”由引理2和定理2可得．

定理8 设X为至少两点的可分局部紧致度量空间，若厂是族明昆合的，则存在一个相对于．s的熊意
义下的混沌的x的C稠密以子集是．厂按S的某子序列的分布混沌集．

证明 由引理3和引理8可得．

注 定理8是文[4]中定理I的一个推广．

定理9 f是紧致度量空间x上的连续自映射．对于／不变的，在x的Borel子集上正定的概率测度肛，

．厂族。少强混合，则对于Vm>0，任何属于少的递增序列，x“中的几乎每一个点的m个坐标对于这个序列
形成熊意义下的X的混沌子集．

证明 因为，州是紧致度量空间x”上的连续自映射，如果V{／Z。}∈只及{玑}?是x“的拓扑基，则

{戈I{(，叫)～(戈)}墨。稠密}=n。U．(，叫)1‘(玑)．

所以若厂州族弼盛历，则由引理5，肛{戈I{(，州)～(戈)}墨，稠密}=1，于是由引理4，引理6可得定理
证明．

定理7将廖公夫在文[4]中关于拓扑混合、拓扑弱混合的讨论推广到一般的族少混合．定理9则将文

[4]中关于弱混合和混合的结论推广到一般的遍历意义下的族。绷混合．
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