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[摘要] 本文中，笔者证明了存在一个正偶整数的无穷算术数列，其中每一项都与3互素且不能表为3‘+P“

形式，由此证得存在无穷多个素数q，使得2q不能表为3‘+P“形式．
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Abstract：In this paper，we prove that there is an infinite arithmetic progression of positive even numbers

each of which is prime to 3 and has no representation of the form 3‘+P“，this SHOWS that there are infi—

nitely many primes q such that 2q has no representation of the form 3‘+．p。．
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0引言

在1934年，Romanoff一1证明了能表成2的方幂与一个素数之和形式的正整数在正整数集合中有正的

比例．在1950年，P Erd0 s¨o引进同余覆盖系，证明了存在一个由正奇数组成的算术数列，其中每一项都不

能表成2的方幂与一个素数之和．设A(戈)={凡∈Z+，l／2≤戈，且存在素数P及正整数k，使得n=P+2‘}．

陈永高与笔者【51证明了对于充分大的戈，有I A(戈)I≥0．086 8x．设A(菇)={n∈Z+I n≤石，且存在素数

P及正整数k，使得n=P+o‘}．笔者H叫证明了存在定量的常数c>0，使得对于充分大的菇，有I A(戈)l≥

c戈．最近，笔者¨21证明了存在一个正偶整数的无穷算术数列，其中每一项都与3互素且不能表为3‘+P形

式．相关的结果见Chen[1～4]，Guy[7]，A19，B21，F13和Nathanson[8]．

在本文中，笔者研究了3‘+P“型整数，发现使得七一3“有两个不同素因数且与3互素的正整数k在正

整数集合中有正的比例．具体地，我们证明了如下结果：

定理1 存在一个由正偶整数组成的无穷算术数列，其中每一项都与3互素且不能表为3‘+P。形式．

定理2 存在无穷多个素数q，使得29不能表为3‘+P8形式．

1 定理的证明

为了证明主要定理，我们首先给出如下引理：

引理1 设{a。(modmi)曜。={1(mod 3)，2(mod 4)，5(mod 6)，4(mod 8)，

0(mod 9)，0(mod 12)，0(mod 16)，3(mod 18)，

3(mod 24)，33(mod 36)，8(mod 48)，15(mod 72)}，则
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u：：l口i(rood mi)=Z，

且存在奇素数P，，P：，⋯，P。：使得

3“‘一1(rood P。)，而3“≠1(rood Pi)，1≤m<mJi，i=1，2，⋯，12．

证明 能够验证对于在0≤n<144之间的每一个n，都存在一个i，使得n=口i(rood 171,i)，又每一个

mi 144，故

u：：loi(rood mi)=z．

经过计算，能够验证对于每一个i，都存在一个奇素数Pi，使得

3％毫1(rood Pi)，而3“≠1(rood Pi)，1≤m<mi，i=1，2，⋯，12．

这样，引理1得证．

引理2 存在不等于引理1中的P，，P：，⋯，P。：且两两不等的奇素数g。，q：，⋯，q。：，使得

3n；1(rood qi)，i=1，2，⋯，12．

证明 由3n一1=2(rood 4)，知存在奇素数gi 3n一1．

若3肼；1(rood qi)，且3n；1(rood qi)，i≠J，

注意到3竹；1(rood gi)，

又(C／,“一1，n”一1)=口‘“’⋯一1，

则有3佃i巧’；1(rood qi)，矛盾．

因此q。，q2，⋯，q。2两两不等．

若有Pi=g，，则有3竹；1(rood Pi)，从而mi pf，这与mi，Pf的取法矛盾．

这样，引理2得证．

引理3 设P是素数，m是满足口5；1(modP)的最小的正整数s，后是满足口“兰1(roodP8)且口”≠

1(rood P“1)的正整数，则任给非负整数r，mp7是满足

05￡1(rood P“7)

的最小的正整数s．

证明 我们先用归纳法证明

口呷‘i 1(roodP“7)且。唧7≠1(roodP““1)． (1)

当r=0时，由已知结论成立．

假设当r<t时结论成立．

当r=t时，由归纳假设

。唧“‘=1+P¨”1 Z一1，P＼lL一1．

因此

(1,mp‘=(1+P¨。1Tt—1)9=1+pl,+tt，

其中t为整数，P十L．

由归纳法知(1)式对所有非负整数都成立．

假设n是满足05；1(rood P¨‘)的最小正整数s，

则o”i 1(rood P)．

由m的最小性知m n，由(1)式及it／,的最小性知n mp7．

因此可设n=mp‘，t≤r．

由(1)式知o“=CLmp2=1+p‘“K，P卟K

又口“E 1(rood P”‘)，

故后+r≤忌+t，即r≤t．

所以t=r，／1,=mp’，结论得证．

引理4 在引理3的假定下，再设Z I∥7—1．若Ⅱ。；61,7(roodP“7)，则f o。一Ⅱ7．

证明 由口。一07(rood P¨7)，又注意到(o，P)=1，得o”7 s 1(rood P“7)，又由引理3知mp7 I菇一Y，

因此07叩7—1 l口。一7—1．又Z op。一1，习|j么Z o。一7—1，所以f lⅡ。一07．
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定理1的证明

对于每一个i，都存在一个正整数叱，使得∥

+2．

由中国剩余定理知

3⋯一1，∥+1 W“一1．取整数m，使得3“>max{酚“}
‘。

1≤i≤12一

M；2+3“+3”1(rood 2·32“)， (2)

M i 3q(mod pUi+Iqi)，i=1，2，⋯，12，

有解．

设n为非负整数．由引理1知存在一个i，使得n；ni(mod mi)，且3啊s 1(roodPi)，从而3“=3q(mod

Pi)，于是M一3“=p≯K。，“i≥1，P；№．因此，要证明定理，只需证明I K I>1．

由(2)，知I M一3“I=I 2+3“+3“+1+2·32mU一3“I，

再根据文献[12]，知l M一3“I=l 2+3“+3”1+2·32mu一3“l≥3“一2>∥“．

若ai≤ui，由I K P毗i=l M一3“I>∥“，知I K l>1．

若O／i≥ui+1，贝0 3“；3q(mod piui+1)，注意至0 p?‘I 3“I一1，p。u‘“＼卜3“i一1，qi 3n一1，

由引理4，得gi 3“一3“，又qi M一3“，因此qi K．

这样，定理1证毕．

定理2的证明

设

M0三2+3m+3m“(mod 2·32m)，A％兰3q(mod p?i+1qi)，i=1，2，⋯，12，

则

(Mo，2·32“p：·“p；：”⋯p墨2”qlq2⋯q12)=2．

由Dirichlet关于在算术数列中的素数定理，知在

{^％／2+32’：1“p；2”⋯p警“qlq2⋯912Z，Z=0，1，⋯}

中存在无穷多个素数q，使得29不能表为3‘+P“形式．

这样，定理2证毕．
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