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［摘要］) 在带有 *+,-*（%，!，%）误差的非线性回归模型中，利用梯度方向研究了观测数据对于其异方差检验

的 ./012统计量的局部影响，分别得到了 因变量及自变量的微小扰动情况下度量最大局部影响的诊断统计量$

最后，给出了具体的数值实例，说明了本文结论的有效性$
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%) 引言
自回归单整滑动平均模型（*+,-*）是一种较为复杂的时间序列模型，在数量经济中有广泛的应用，

相关研究已有不少，如［!—5］等$ U1D/2 9<J -91:?<（!&P&）成功地将回归分析中单点剔除诊断方法应用到
结构相当复杂的 *+,-*模型$ K@9?（!&P6），韦博成，胡跃清（!&&5）分别研究了具有特殊的 *+,-* 误差
的线性和非线性模型———具有 *+（!）误差的回归模型的异方差性和一阶自相关性检验问题，但是对误差
为一般的 *+,-*序列的回归模型的异方差性的诊断还比较困难$文［5］讨论如下具有一类特殊的 *+,-*
误差的非线性模型———伴有 *+,-*（%，!，%）误差（或随机游动误差）的非线性回归模型的异方差的检验
问题：

!" # $（%"，!）& !"，

!" # 5
"

’ # !
(’

{
，

（!）

其中，" # !，"，⋯，)，%" 是已知的协变量，!是 *维回归系数；$为关于 !的两阶可微函数；(!，("，⋯，()为白
噪声序列，且 (" + ,（%，""

"）-假设，"
"
" # ""." # "".（ /"，"），/" 是协变量，"为 0（* & 0 & ! 1 )）维未知向
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量，存在 !!，使得 !（ "#，!!）$ " 对所有 #都成立，!# 为未知参数%易见当 ! $ !! 时，白噪声序列｛&#｝有共

同方差%则模型（"）的异方差检验问题可表示为检验假设：
’!：! $ !!，’"：!% !! % （#）

文［$］给出了模型（"）在检验问题 ’! 下 %&’()检验统计量：

() $｛［!* *!+（ "#+ * "#+）+" "#+ *!］,（#!$）｝-" % （+）

式中 $" $（!*
!， -!#，$#*）* 表示参数 " 在 ’! 成立时的极大似然估计；! $（&#"，&

#
#⋯，&

#
.）

*， "#+ $（%. +
!.!

*
. , .）"#为 "#的中心化，%. 为 .阶单位阵，!. $（"，⋯，"）*，"# $（2!（ "#，!）, 2# /）.01 %

!" 局部影响分析
局部影响主要研究模型有微小扰动时，对于统计量的影响，由此导出某些特定的诊断统计量% ,’’- 于

"./0 年从微分几何观点出发提出度量局部影响的基本方法［1］，即假设 $为刻画扰动的向量，$! 对应于无

扰动情形，由于受扰动以后的似然距离 23（$）在$!处的函数值与一阶导数值均为零，因此自然地用二阶

导数即曲率来刻画扰动的影响%但是，对于某些其它的统计量，它们在 $! 处的一阶导数不为零，则可用方

向导数达到最大的方向 &234，即梯度方向来刻画影响，如文献［0—/］%在这些研究的基础上，文章用梯度方
向来刻画扰动对于带有 56785（!，"，!）误差的非线性回归模型的异方差检验的 %&’() 统计量的局部影
响，得到了度量影响的诊断统计量%
便于以下讨论，首先给出模型（"）中参数 "相应的对数似然函数：

4（"）$ ) + .
# 9’:!# + "

#5
.

# $ "
9’:!# +（’ + 5（(，#））*) +6* +") +"（’ + 5（(，#））

#!# ， （$）

其中，)为常数，) +* $（) +"）* %为方便计，后文记 + $ ) +"（’ + 5（(，#））% " $（!*，#*，!#）*，’ $（7"，7#，⋯，

7.）
*，5（(，#）$（ 5（8"，#），5（8#，#），⋯，5（8.，#））

* $（ 5"（#），⋯，5.（#））
* $ 5（#），* $ ;<3:（!"，!#，

⋯，!.）和 ) $
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⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
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设在扰动 $下上面的 %&’()统计量 ()表示为 ()（$），()（$!）$ ()表示模型无扰动情形%根据以上
分析，则扰动 $对于 ()（$）局部影响最大的方向应满足：

&234 M｛2()（$）, 2$｝（$!，-"）% （1）
本文分别考虑：（3）因变量的扰动，即：’ ( ’ 9 $，$! $ #%（=）自变量的扰动，即：5（#）( 5（# : $）%
设模型有扰动 $时，（$）式记为 4（" : $），相应的极大似然估计为 $"（$）$（!*

!，!
#（$），$#*（$））* %当

$ $ $! 时，则以上统计量还原到原来无扰动的情形% 以下讨论均在（$!，$"）计值，大多将其略去% 为得出
()（$）的局部影响最大方向，先给出两个引理%
引理 !> 对于扰动（;），$#（$），!#（$）在 $! 处关于 $的导数分别为

2 $#（$）
2$* $ , +" "- *) +*) +"；2

-!#（$）
2$

$ #（%. + "- , +" "- *) +*) +"）*) +* $+ , .， （0）

其中，"- $ 25（#）, 2#* 为 . 0 <阶矩阵，.- $ 2# 5（#）, 2#2#* 是一个 . 0 < 0 <阶立体阵，, $ + +*) +"［.-］9
"- *) +*) +" "-%
证明 > 对于扰动（;），由 4（" : $）易得在 !! 处有

-!#（$）$（’ 9 $ + 5（ $#（$）））*) +*) +"（’ 9 $ + 5（ $#（$）））, .%
同时有

"-*) +*) +"（’ 9 $ + 5（ $#（$）））$ !% （?）
现在对（?）式两边关于 $求导并整理得：

（［ "-］*) +*) +" "- + &*) +".-）［2 $#（$）, 2$*］$［ "-］*) +*) +" %
利用前面定义的记号得
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!［2 "!（"）! 2"!］"［ #$］!% #!% #"， （#）
同时可得 $!$

%（"）关于 "的导数为
2 $!$（"）
2"

" $
&（&& # #$ 2

"!（"）
2"! ）

!% #! "’， （%）

所以由（#，%）式即得（&）式成立’
引理 !’ 对于扰动（(），"!（"），!$

"（"），!
$
$（"）在 "( 处关于 "的导数分别为

2 "!（"）! 2"! " ! #"(，2 "#$（"）! 2" " # $（ #$! #"( ) #$"）
!% #! "’ ! &， （"(）

其中 #$" " 2*（ "!（"）+ "）! 2"! 是一个 & , &阶矩阵，)$" " 2$ *（ "!（"）+ "）! 2!2"! 是一个 & , - , &阶立
体阵，( " "’!% #" #$" # #$!% #!% #" #$" ’
证明 ’ 对于扰动（(），由 .（$ + "）易得在 %( 处有

$!$（"）"（* # *（ "!（"）+ "））!% #!% #"（* # *（ "!（"）+ "））! &，
同时有

#$!% #!% #"（* # *（ "!（"）+ "））" (’ （""）
现在对（""）式两边关于 "求导并整理得：

（ #$!% #!% #" #$ # "’!% #")$）［2 "!（"）! 2"!］" "’!% #" #$" # #$!% #!% #" #$"，
利用前面的记号可得

!［2 "!（"）! 2"!］" (， （"$）
同时可得 $!$

%（"）关于 "的导数为
2 $!$（"）
2"

" # $
&（

/* 2
"!（"）
2"! ) #$"）

!% #! "’’ （")）

所以由（"$，")）式即得到（"(）式成立’
定理 ’ 对于模型（"），假设检验问题 0( 的 *+,-.统计量在扰动（1），（(）下，其局部影响最大的方向

+/01 应分别满足：

（1）+/01 M# $
&!$,

!% #! "’-!. /2#
- ) $（&& # /）!,!2304（ "’）. /2#-， （"5）

（(）+/01 M
$

& $!$0
!% #! "’-!. /2#- # $（&& # /）!0!2304（ "’）. /2#-， （"6）

其中 , " && # #$! #" #$!% #!% #"，0 " #$! #"( ) #$"，. /2# " #1# ! #1# #" #1# ! 以及

/ "

( ( ( ⋯ ( (
" ( ( ⋯ ( (
( " ( ⋯ ( (
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
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证明 ’ 由（)）式可得 34（"）关于 "的导数为
234（"）
2"

" # "
$!&（"）

2 $!$（"）
2"

-!（"）. /2#-（"）)
"

$!5（"）
［2-（"）
2"! ］

!. /2#-（"）’ （"&）

下面计算［2-（"）! 2"!］"(
，

对于扰动（1），由于 5$"（"）"｛6" ) "" # *"（ "!（"））｝$，5$7（"）"｛［67 ) "7 # *7（ "!（"））］#［67#" ) "7 #"

# *7#"（ "!（"））］｝$，7 " $，⋯，&’因此在 "( 处有

［
25$"（"）
2"%
］"(

" $$5"［#"% #5
-

1 " "

2*"
2$1

2$$1（"）
2"%
］"(
，

［
25$7（"）
2"%
］"(

" $$57｛［#7% #5
-

1 " "

2*7
2$1

2$$1（"）
2"%
］#［#7 #"，% #5

-

1 " "

2*7#"
2$1

2$$1（"）
2"%
］｝"(

’

其中 #7% " "（ 7 " %），#7% " (（ 7% %），$1 为 !的第 1个分量’则由引理 " 可得：
［2-（"）! 2"!］"(

" $2304（ "’）（&& # #$! #" #$!% #!% #"）（&& # /）’
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从而结合引理 ! 和（!"）式可得（!#）成立!
对于扰动（"），由于 #$!（!） $ ｛%! & ’!（ !"（!）( !）｝$，#$)（!） $ ｛［%) & ’)（ !"（!）( !）］&［%)&! &

’)&!（ !"（!）( !）］｝$，) $ $，⋯，*!因此在 !% 处有

［
2#$!（!）
2!+
］!% $ & $,#!［

2’!（ !" ( !）
2!+

-5
.

/ $ !

2’!
2"/

2,"/（!）
2!+
］!%，

［
2#$)（!）
2!+
］!% $ & $,#)｛［

2’)（ !" ( !）
2!+

-5
.

/ $ !

2’)
2"/

2,"/（!）
2!+
］&［

2’)&!（ !" ( !）
2!+

-5
.

/ $ !

2’)&!
2"/

2,"/（!）
2!+
］｝!%，

其中 2’)（ !" ( !）0 2!+ 表示 "固定仅对 !求导!则由引理 $ 可得：
［2"（!）0 2!&］!% $ & $’()*（ !#）（ $%! - $%& &!1）（’* & (）!

从而结合引理 $ 和（!"）式可得（!+）成立!

!" 应用

我们以氯化物数据［,］来说明本文讨论的方法的有效性!氯化物数据分析了氯离子通过血球壁迁移的
浓度与时间的关系!根据离子迁移理论，氯化物浓度的观测值 %)（2）与时间 3)（单位：分）的关系式是：

%) $ #!（! & #$ -./（ & #03)））- $)，

其中，#! 为氯化物的最终百分率浓度，#0 是比例常数，而 #$ 说明该氯化物未知的始末浓度以及未知的反应

速度；$)表示随机误差!假设随机误差 $)是12341（%，!，%）误差序列，即：$) $5
)

4 $ !
#4，且 #!，#$，⋯，#*相互独

立，#) 5 6（%，%$7)），) $ !，$，⋯，*，同时我们取：7) $ -./（&! - &$3)），记 & $（&!，&$）
& !今根据定理计算

异方差检验统计量 89（!）对!的局部影响，考虑如下氯化物浓度受到扰动：%)( %) - !)（!% $ #）!计算结
果见表 !，由此可以看出第 ! 号点是强影响点!

表 $" 氯化物浓度受到扰动时 %&’()统计量的局部影响分析

) :5). ) ) :5). ) ) :5). ) ) :5). ) ) :5). ) ) :5). )

! & %! +"+ + !% %! %6, 7 !, & %! %"+ 0 $7 & %! %#7 $ 06 %! %++ 6 #" & %! !+6 ,
$ & %! %%+ # !! %! %%$ 7 $% %! %%# $ $, & %! !$! , 07 & %! %"0 , #6 %! %+$ ,
0 %! %$6 0 !$ & %! !!$ 6 $! %! %%# % 0% %! !!+ % 0, %! %%+ 7 #7 & %! !"% 7
# & %! %## " !0 %! $$6 ! $$ %! %%0 6 0! & %! !0, 7 #% %! %!7 6 #, %! !#, "
+ %! %#0 $ !# & %! %++ 6 $0 %! %+, " 0$ %! !0$ % #! & %! %%+ 7 +% %! %,! 0
" & %! %+% 6 !+ %! %06 6 $# %! %%% + 00 & %! !#" " #$ & %! %#7 $ +! %! %%0 $
6 %! %0# # !" & %! $$" 0 $+ & %! %+% 0 0# %! !!$ 0 #0 %! %$0 % +$ %! !$% 0
7 %! %7$ % !6 %! !+0 % $" %! %+% " 0+ & %! %6% 6 ## %! !%% $ +0 & %! %77 6
, & %! !+! " !7 %! %%$ % $6 %! %7, , 0" %! %$" + #+ %! %!" % +# & %! %7% ,
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