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[摘要 ] 　本文证明了对于长方或奇异的线性方程组Ax=b,可以基于系数阵A的适当的正常分裂A=M-N,

构造收敛的迭代矩阵 M(1 , 2)T, S N,使得迭代xj+1 =M
(1, 2)
T, S Nxj+M

(1 , 2)
T, S b对任何 x0均收敛到 Ax=b的一个解

x∞ ≡ lim
j※∞
xj=(I-M

(1 , 2)
T, S N)

-1M(1 , 2)T, S b=A
(1, 2)
T, S b.
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Abstract:Thispaperprovedthefollowingresult, fortherectangularorsingularlinearsystemsAx=b, we

constructedaconvergentiterationmatrixM(1 , 2)T, S NbasedonanappropriatepropersplittingA=M-N,

andforanyx0 theiteration

xj+1 =M
(1 , 2)
T, S Nxj+M

(1, 2)
T, S b

convergesto

x∞≡lim
j※∞
xj=(I-M

(1, 2)
T, S N)

-1M(1 , 2)T, S b=A
(1, 2)
T, S b,

whichisasolutionofthelinearsystemsAx=b.
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0　引言

本文使用数值代数通用记号 ,并使用文 [ 1 3] 中关于广义逆矩阵的记号.

我们考虑用迭代法求解线性方程组

Ax=b (1)

的问题 ,其中 A是 m×n阶长方阵或 n阶奇异方阵 , b∈ R(A).

设 G∈ C
n×n
.若lim

j※∞
G
j
=0 ,则称 G为收敛阵.熟知 , G为收敛阵当且仅当 ρ(G)<1.若lim

j※∞
G
j
存在 ,则称

G为半收敛阵.下文中提到的半收敛阵专指 ρ(G)=1的半收敛阵.

设 A∈ C
m×n
, A有分裂 A=M -N.若 M满足条件

R(M)=R(A), 与 N(M)=N(A), (2)

则称该分裂为 A的正常分裂(propersplitting)
[ 4]
;若 M满足条件

R(M) R(A), 与 N(M) N(A), (3)
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则称该分裂为 A的亚正常分裂(subpropersplitting)[ 5] .下文提到的亚正常分裂专指满足条件

R(M) R(A), 与 N(M) N(A) (4)

的分裂.

引理 0.1　设 A∈ C
m×n
,有分裂 A=M-N是给定的 ,并设子空间 T C

n
与 S C

m
满足条件

T⊕N(M)=C
n
与 R(M)⊕S=C

m
, (5)

即 M
(1, 2)
T, S 存在.

(1)若分裂 A=M-N是正常分裂 ,则 M
(1, 2)
T, S N决不是半收敛阵;

(2)若分裂 A=M-N是亚正常分裂 ,则 M
(1, 2)
T, S N决不是收敛阵.

证明 　(1)若分裂 A=M-N是正常分裂 ,则条件(5)等价于

T⊕N(A)=C
n
与 R(A)⊕S=C

m
, (6)

这又等价于 A
(1, 2)
T, S 存在.

今设列满秩阵 U, V
＊
适合条件

T=R(U)与 S=N(V). (7)

从 A
(1, 2)
T, S 与 M

(1, 2)
T, S 均存在可知 , VAU与 VMU均可逆.而

VAU=V(M -N)U=VMU[ I-(VMU)
-1
VNU] ,

故 I-(VMU)
-1
VNU可逆 ,从而 I-M

(1, 2)
T, S N=I-U(VMU)

-1
VN是可逆阵.若 M

(1, 2)
T, S N是谱半径为 1的

半收敛阵 ,则它有特征值 1,因而 I-M
(1, 2)
T, S N是奇异阵 , 得一矛盾.

(2)若分裂 A=M-N是亚正常分裂 ,则有 rankA<rankM.若 M
(1, 2)
T, S N为收敛阵 ,则 I-M

(1, 2)
T, S N可

逆.另从亚正常分裂的定义可知 R(N) R(M),从而有

A=M -N=M(I-M
(1, 2)
T, S N).

但这一等式表明 rankA=rankM.矛盾.

这一引理所述的否定性判定表明:要想构造半收敛的迭代阵或收敛的迭代阵 ,只有当相应的分裂是亚

正常分裂或正常分裂时才是可能的.

文 [ 5 8]中所用的半收敛迭代均是基于亚正常分裂的.文 [ 2, 9]中对长方或奇异方阵 ,给出了基于亚

正常分裂而构造半收敛迭代阵的一般方法 ,任何半收敛迭代均可用此法获得.

那么 , 是否确实可以基于矩阵的正常分裂来构造收敛的迭代阵呢 ?

本文的目标就是给出这一问题的肯定回答.

1　基于矩阵正常分裂的迭代法

定理 1.1　设 A∈ C
m×n
,则存在 A的正常分裂

A=M-N, (8)

使得对满足条件(5)的子空间 T与 S均有

ρ(M
(1, 2)
T, S N)<1; (9)

此时 ,迭代

xj+1 =M
(1, 2)
T, S Nxj+M

(1, 2)
T, S b (10)

对任何 x0均收敛到

x∞ ≡lim
j※∞
xj=(I-M

(1, 2)
T, S N)

-1
M
(1, 2)
T, S b=A

(1, 2)
T, S b, (11)

这个 x∞是方程组(1)的解.

证明 　设 A有满秩分解 A=EF.若分裂(8)是正常的 ,则

M =
1
α
EDF, 其中 α≠ 0是实数 , D是可逆阵. (12)

当条件(5)成立时 , M
(1, 2)
T, S 与 A

(1, 2)
T, S N均存在.若列满秩阵 U与 V

＊
满足条件

T=R(U)　与 　S=N(V),

则从(5)式可知 FU与 VE均可逆 ,且可算得
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M
(1, 2)
T, S =αU(VEDFU)

-1
V=αU(FU)

-1
D
-1
(VE)

-1
V,

M
(1, 2)
T, S N=M

(1, 2)
T, S M-M

(1, 2)
T, S A=U(FU)

-1
(I-αD

-1
)F.

这样有

ρ(M
(1, 2)
T, S N)=ρ(I-αD

-1
). (13)

从此式可见 ,有多种方法选取 α与 D使得 ρ(M
(1, 2)
T, S N)<1.例如 ,若取 D为只有正特征值的可逆阵时 ,

α应适合 0 <α<2λmin(D).注意 , (13)式与满足条件(5)的 T, S的具体取法无关.

当 ρ(M
(1, 2)
T, S N)<1时 ,迭代(10)对任何 x0均收敛 ,其极限 x∞适合

x∞ =M
(1, 2)
T, S Nx∞ +M

(1, 2)
T, S b. (14)

由此式可得(11)式的第一个等式.

由于

　　　　(I-M
(1, 2)
T, S N)

-1
M
(1, 2)
T, S =[ I-U(VMU)

-1
VN]

-1
U(VMU)

-1
V

=U[ I-(VMU)
-1
VNU]

-1
(VMU)

-1
V

=U(VMU-VNU)
-1
V=U(VAU)

-1
V=A

(1, 2)
T, S , (15)

所以 , (11)式中的最后一个等式成立.注意到 R(N) R(M),以 M左乘(14)式两边 ,可得 Ax∞ =b.

推论 1.1　设 A=EF为 A的满秩分解.令

M =
1

α
EDF, N=M-A, T=R(F

＊
), S=N(E

＊
), (16)

其中 α≠ 0, D可逆 ,则 M
(1, 2)
T, S =M

+
,且当 D为只有正特征值的可逆阵时 , ρ(M

(1, 2)
T, S N)=ρ(M

+
N)<1 

0 <α<2λmin(D).

当 ρ(M
+
N)<1时 , 迭代

xj+1 =M
+
Nxj+M

+
b (17)

对任何 x0均收敛到方程组的极小范数解

x∞ =(I-M
+
N)

-1
M
+
b=A

+
b. (18)

这里需要考虑一个问题:给定矩阵 M∈ C
m×n
,如何选取子空间 T C

n
与 S C

m
使条件(5)成立?

定理 1.2　给定 M∈ C
m×n
的满秩分解 M =EDF,其中 D为可逆阵.则满足条件(5)的子空间 T=

R(U)与 S=N(V)(其中 U, V
＊
均列满秩)的一般取法如下:

U=F
＊
D1 +P1Y=[ F

＊
, P1 ]

D1

Y
, (19)

V=D2E
＊
+ZP

＊
2 =[ D2 , Z]

E
＊

P
＊
2

, (20)

其中 D1 , D2为任意可逆阵 , Y, Z为任意阵 , 而 P1 , P2均列满秩 ,且满足条件 R(P1)=N(F), R(P2)=

N(E
＊
).

证明 　因条件(5)等价于 FU= D1与 VE= D2均非奇异.视  D1与  D2为已知 , U与 V为末知 ,分别

解此两个矩阵方程即得.

要指出的是 ,当 U, V取(19)与(20)所示的一般形式时 , M
(1, 2)
T, S 一般不是 M

+
,仅当取 U=F

＊
D1与 V

=D2E
＊
时 , M

(1, 2)
T, S =M

+
.但当 A=M-N是正常分裂时 ,对满足条件(5)的任何 T, S,均有 ρ(M

(1, 2)
T, S N)=

ρ(M
+
N).

2　两个典型例子

例 1　文 [ 8] 考虑了用基于正常分裂的 SOR迭代法找线性方程组

A u=b (21)

的极小范数解 A 
+
b 的问题 ,这里
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A =

A11 0 Ir A12

A21 Im-r 0 A22

0 A
＊
21 A

＊
11 0

0 A
＊
22 A

＊
12 0

=

Ir 0 0

0 Im-r 0

0 0 Ir

0 0 C
＊

A11 0 Ir

A21 Im-r 0

0 A
＊
21 A

＊
11

Ir 0 0 C

0 Im-r 0 0

0 0 Ir 0

≡EGF(记)

b =

b1

b2

0

0

, u=

u1

u2

u3

u4

, A11 ∈ C
r×r
r , B=A21A

-1
11 , C=A

-1
11A12.

现在我们来构造 A 的正常分裂与相应的收敛迭代.取

M =
1

α
EDF, N=M-A , T=R(F

＊
), S=N(E

＊
), (22)

其中 , α≠ 0是待定参数 ,而 D=

A11 -B
＊

Ir

0 Im-r 0

0 0 A
＊
11

.

不难证明 ,此时 M
(1, 2)
T, S =M

+
, ρ(M

(1, 2)
T, S N)=ρ(M

+
N)=ρ(I-αD

-1
G), D

-1
G=

Ir+H 0 0

A21 Im-r 0

0 B
＊
Ir

,

其中 H=(A
＊
11A11)

-1
A
＊
21A21.

因此可得

ρ(M
(1, 2)
T, S N)=ρ(M

+
N)<1  0 <α<2 /λmax(I+B

＊
B). (23)

此时 ,迭代

uj+1 =M
+
Nuj+M

+
b (24)

对任何 u0收敛到

u∞ =(I-M
+
N)

-1
M
+
b =A 

+
b . (25)

需要指出的是 ,若 T与 S取如(19)、(20)所示的一般形式 ,则收敛条件(23)不变 ,但 M
(1, 2)
T, S 一般不是

M
+
,相应的迭代

uj+1 =M
(1, 2)
T, S Nuj+M

(1, 2)
T, S b (26)

对任何 u0收敛到 u ∞ =A 
(1, 2)
T, S b , 这个 u ∞一般也不是 A 

+
b .但是有

F
+
Fu ∞ =A 

+
A u ∞ =A 

+
b , (27)

这就是说 ,需要再计算 F
+
Fu ∞才能获得 A 

+
b .而上面取特殊的 T与 S时 ,计算是 “一步到位 ”的.

例 2　文 [ 7]研究了求解奇异 Hermite方程组 Ax=b的基于 A的 P-正则分裂的半收敛迭代.现我

们用基于 A的正常分裂来构造收敛的迭代格式.

设 A=
A11 A12

A
＊
12 A22

为 Hermite阵 , rankA=rankA11 =r, A11可逆.此时 A有分解

A=
Ir

A
＊
12A

-1
11

A11 [ Ir, A
-1
11A12 ] . (28)

取子空间 L=R(E), E列满秩 ,满足条件 L⊕N(A)=C
n
,亦即 R(A)⊕L

⊥
=C

n
.注意到 N(A)=

N([ Ir, A
-1
11A12 ] ),可知 [ Ir, A

-1
11A12 ] E可逆.令

M =
1
α

I

A
＊
12A

-1
11

D[ Ir, A
-1
11 A12 ] , N =M-A, (29)

其中 α≠ 0, D可逆 ,均待定.则 A=M-N是正常分裂 ,且可算得
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M
(1, 2)
L, L⊥ =αE([ Ir, A

-1
11A12 ] E)

-1
D
-1
E
＊ I

A
＊
12A

-1
11

-1

E
＊

(30)

ρ(M
(1, 2)
L, L⊥ N)=ρ(I-αD

-1
A11). (31)

今取 D=A
-1
11 ,则

ρ(M
(1, 2)
L, L⊥ N)<1   1 -αλi(A

2
11) <1  0 <α<2/λmax(A

2
11). (32)

此时 , 迭代

xj+1 =M
(1, 2)
L, L⊥ Nxj+M

(1, 2)
L, L⊥b (33)

对任何 x0收敛到 x∞ =(I-M
(1, 2)
L, L⊥N)

-1
M
(1, 2)
L, L⊥b=A

(-1)
(L)b.这个 x∞具有性质:

x∞ ∈ L　与 　Ax∞ =b. (34)

文 [ 10] 考虑了约束的半正定方程组

Ax=b, x∈ L (35)

的迭代解法 , 其中 A为奇异的对称半正定阵 , 且满足条件

b∈ R(A)　与 　L⊕N(A)=R
n
. (36)

由性质(34)可知 ,迭代(33)的极限 x∞恰好是(35)的惟一解 ,因此 ,上面所构造的正常分裂与迭代阵也适

用于求解(35).注意到此时 A11正定 ,可取 D=(E
T
E)

-1
,而

ρ(M
(1, 2)
L, L⊥ N)<1 0 <α<2λmax(E

T
EA11)=2/λmax(EA11E

T
).
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