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!!模糊拓扑空间的一组新的弱分离公理

徐国华，方锦暄

（南京师范大学数学与计算机科学学院，江苏 南京 "#$$%&）

［摘要］’ 在 !"模糊拓扑空间中引入准分明集的分明度的概念，在此基础上，定义了一组新的弱分离公理，即

#$%(，#$%)（ $ * #，"，(）分离公理，它们比文［#］中的 #%(，#%) 分离性还要弱，并且证明了它们在 !"模糊拓扑空

间满层的条件下彼此等价，最后证明了它们也是一般拓扑学中分离性概念在 +,-./意义下的“好的推广”&
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>’ 引言
分离性是一般拓扑学中的重要概念，国内外已经有不少研究，本文将在文［#］的基础上引入准分明集

的分明度的概念，定义一组新的弱分离公理，即#$%(，#$%)（ $ ’ #，"，(）分离公理，它们比#%(，#%) 分离性

要弱，同时证明在满层的条件下，##%(，#"%(，#(%( 彼此等价，##%)，#"%)，#(%) 彼此等价，且

#$%)!#$%(!#%"!#%#!#%$（ $ ’ #，"，(），它们也是 +,-./意义下的“好的推广”&

#’ 预备知识
在本文中，(是非空集合，!表示具有逆合对应的完全分配格，即模糊格，$和 #分别表示 !的最小元和

最大元，)（!）表示 !中的全部分子之集，)"（!(）表示 !(中全部分子之集，（!(，!）为 !"模糊拓扑空间，简
记为!*%+，我们将分子 ,"（!*集-）的一切远域和闭远域之集分别记为#（,"）和#

.（,"）（相应地，#（-）和
# .（-）），常值 !*集记为 $"（$# !），记 8H=- ’$｛-（,）/ ,# (｝，其余没有定义的符号均来自于文［"］&
为了讨论的方便，我们把弱 %分离性概念［#］简述如下：
定义 ?@ ?’ 设（!(，!）是 !*%+，对任何 ,"，0% # )"（!(），,% 0，
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（!）若有 !# !（""），使 ##’ !，或有 $# !（##），使 ""’ $，则称（%&，$）为弱 ’"空间，简记为(’"空

间；

（#）若有 !# !（""）和 $# !（##），使 ##’ ! 且 ""’ $，则称（%&，$）为弱 ’!空间，简记为(’!空间；

（$）若有 !# !（""）和 $# !（##），使 !$ $(（"$ #）"，则称（%&，$）为弱 ’# 空间，或弱 %&’()*+,,
空间，简记为 (’# 空间)
定义 !" #- 设 *# %&，若存在 ## % +｛"｝，使 *（"）, "当且仅当 *（"）) #，则称 *为准分明 %-集)
定义 !" $- 设（%&，$）是 %-’.，若对任何非零准分明闭集 *# %& 和 "" # /"（%&），当 "* (’.. *时，

有 !# !（""）和 $# !（*），使 !$ $(（"$ /01*）"，则称（%&，$）是弱正则空间，称 (’! 的弱正则空间

为弱 ’$ 空间，简记为 (’$ 空间)
定义 !" %- 设（%&，$）是 %-’.，若对任二非零准分明闭集 *和 0，当 (’.. *+ (’.. 0 1 2时，有 !#

!（*）和 $# !（0），使 !$ $(（/01*$ /010）"，则称（%&，$）是弱正规空间，称 (’! 的弱正规空间为弱

’2 空间，简记为 (’2 空间)
注 !" !& 定义中的 !（""）和 !（*）等可分别用 ! +（""）和 ! +（*）来代替)
定理 !" !- 设（%&，$）是 %-’.，则 (’2!(’$!(’#!(’!!(’"，反之不然)
定义 !" ’- 设（%&，$）是 %-’.，*# %&，若 (’.. ,* 1 (’.. *，则称 *是伪闭的)
定理 !" #- 设（%&，$）是 %-’.，则（%&，$）是 (’! 空间当且仅当对任何 "" # /"（%&），"" 是伪闭的)

#- !"#$ 和 !"#2 分离性（ " $ !，#，$）

定义 #" !- 设 *为 %& 中的一个准分明集，令 3（*）1$｛## % +｛"｝4 *（"）, " 当且仅当 *（"）)
#，$— "# &｝，则称 3（*）为准分明集 *的分明度)
注 #" !& 若 *为 %& 中的准分明集，则当 *（"）, " 时，*（"）) 3（*）, ")
注 #" #& *为 %& 中的分明 %-集-3（*）1 !)
注 #" $& "" # %&，则 3（""）1 ")
引理 #" !& 设 *，0为 %& 中的两个准分明集，且 *. 0，若 (’.. * 1 (’.. 0，则 3（*）’ 3（0）)
证明 - 由 (’.. * 1 (’.. 0可知$— "# &，*（"）, "当且仅当 0（"）, "，对于$— "# &，若 0（"）,

"，则 *（"）, "，故 *（"）) 3（*），又 *. 0，所以 0（"）) *（"）) 3（*），即得 3（*）’ 3（0）)
定义 #" #& 设（%&，$）为 %-’.，若对 &上的任一非零准分明闭集 *和 ""#/"（%&），当 "* (’.. *时，

有 !# !（""），$# !（*），使 !$ $(（"$ 3（*））"，则称（%&，$）为 (! + 正则空间，(’! 的 (! + 正则
空间称为 (!’$ 空间)
定义 #" $& 设（%&，$）为 %-’.，若对 &中任一非零准分明伪闭集 *和 ""#/"（%&），当 "* (’.. *时，

有 !# !（""），$# !（,*），使 !$ $(（"$ 3（*））"，则称（%&，$）为(# +正则空间，(’! 的(# +正则空
间称为 (#’$ 空间)
定义 #" %& 设（%&，$）为 %-’.，若对 &中任一非零准分明伪闭集和 ""#/"（%&），当 "* (’.. *时，有

!# !（""），$# !（*），使 !$ $(（"$ 3（*））"，则称（%&，$）为 ($ + 正则空间，(’! 的 ($ + 正则空间
称为 ($’$ 空间)
注 #" %& ($ + 正则!(# + 正则!(! + 正则，

弱正则!(# + 正则!(! + 正则)
定理 #" !& 若（%&，$）为满层的 %-’.，则 (! + 正则-(# + 正则-($ + 正则)
证明 - 只要证 (! + 正则!($ + 正则)

设 *为任一非零准分明伪闭集和 ""#/"（%&），且 "* (’.. *，则易证*/ 3（*）"是准分明闭集，且 "

* (’.. */ 3（*）" )
事实上，$— ##&，*/ 3（*）"（#）, "!,*（#）/ 3（*）"（#）, "!,*（#）, "，由 *伪闭，知 *（#）, "!

*（#）) 3（*）! */ 3（*）"（#）)（*/ 3（*）"）（#）1 *（#）/ 3（*）1 3（*）! */ 3（*）"是准分明闭
集，且 3（*/ 3（*）"）) 3（*），又*/ 3（*）"（"）’,*（"）及 "* (’.. * 1 (’.. ,*，知*/ 3（*）"（"）1 "，
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即 !* !"## "/ #（"）" $
故由 %$ &正则性知有 ’# ! &（!"），(# ! &（"/ #（"）"），使 ’$ ((［"$ #（"/ #（"）"）］" (

［"$ #（"）］" $
又$— )# *，"（)）+ %! "/ #（"）"（)）) "（)）/ #（"）, #（"）+ %，有"/ #（"）"（)）’- (（)），由

（.*，#）为满层空间，知,"（)）/ #（"）’- (（)）! #（"）’- (（)）! "（)）’- (（)）!(# ! &（"）$
综上，即证得（.*，#）是 %& & 正则空间$
推论 !" #$ 在满层 ./01（.*，#）中，%$0&-%’0&-%&0& $
定理 !" !$ 在 ./01（.*，#）中，%20&!%0’（ 2 , $，’，&）$
证明 ( 只要证 %$0&!%0’ $
设 !"，)$ # 3"（.*），!% )，由 %0$ 性，知 )$ 是伪闭集!!"## )$ ,｛)｝，即 ! * !"## )$，又)$ 是准分

明闭集，由 %$ & 正则性知有 ’# ! &（!"），(# ! &（)$），使 ’$ ((［"$ #（)$）］
" (（"$ $）" $

下证 (# ! &（)$）$
若不然，有 )$ . (! )$ . ( , (，与)$（)）’- (（)）矛盾！
综上，有 ’# !（!"），(# !（)$），使 ’$ ((（"$ $）"，故（.*，#）为 %0’ 空间$
定义 !" %$ 设（.*，#）是 ./01，若对任两非零准分明闭集 "和 4，当 !"## "+ !"## 4 , 5时，有 ’#

!（"），(# !（4），使 ’$ ((（#（"）$ #（4））"，则称（.*，#）是 %$ & 正规空间，%0$ 的 %$ & 正规空间
称为 %$0) 空间$
定义!" &$ 设（.*，#）是 ./01，若对任两非零准分明伪闭集 "和 4，当 !"## "+ !"## 4 , 5时，有 ’#

!（"）和 (# !（4），使 ’$ ((（#（"）$ #（4））"，则称（.*，#）是 %’ & 正规空间，%0$ 的 %’ & 正规空
间称为 %’0) 空间$
定义 !" ’$ 设（.*，#）是 ./01，若对任两个非零准分明伪闭集 "和 4，当 !"## "+ !"## 4 , 5时，有

’ # !（"）和 (# !（4），使 ’$ ((（#（"）$ #（4））"，则称（.*，#）是 %& & 正规空间，%0$ 的 %& & 正
规空间称为 %&0) 空间$
注 !" %$ %& & 正规!%’ & 正规!%$ & 正规，

弱正规!%’ & 正规!%$ & 正规$
定理 !" ($ 若（.!，#）为满层的 ./01，则 %$ & 正规-%’ & 正规-%& & 正规$
证明 ( 只要证 %$ & 正规!%& & 正规$

设 "，4为任两个非零准分明伪闭集，且 !"## "+ !"## 4 , 5，则由定理 ’* $的证明可知"/ #（"）"，
4/ #（4）" 为准分明闭集，且 #（"/ #（"）"）) #（"），#（4/ #（4）"）) #（4），下证 !"## "/ #（"）" +
!"## 4/ #（4）" , 5$
若有 !# !"## "/ #（"）" + !"## 4/ #（4）"，则"/ #（"）"（!）+ % 且4/ #（4）" + %$
于是有 "（!）+ % 且 4（!）+ %!!# !"## "+ !"## 4，与 !"## "+ !"## 4 , 5矛盾！
由 %$ &正规性，知有 ’# ! &（"/ #（"）"），(# ! &（4/ #（4）"），使 ’$ ((［#（"/ #（"）"）$

#（4/ #（4）"）］" (［#（"）$ #（4）］"，又同定理 ’* $ 的证明可得 ’# ! &（"），(# ! &（4）$
综上，即证得（.*，#）为 %& & 正规空间$
推论 !" !$ 在满层 ./01（.*，#）中，%$0)-%’0)-%&0) $
定理 !" )$ 在 ./01（.*，#）中，%20)!%20&（ 2 , $，’，&）$
证明 ( 只证 %$0)!%$0& $
设 "是准分明闭集，!"#3"（.*），!* !"## "，则!"也是准分明闭集，且由%0$ 性，知 !"## !"+ !"##

" ,｛!｝+ !"## " , 5，故由%$ &正规性，知有 ’# ! &（!"），(# ! &（"），使 ’$((［#（!"）$ #（"）］"

(［"$ #（"）］" $
又易证 ’# ! &（!"）$若不然，!" . ’! !" . ,’ , ’! !"（!）’ ’（!）与 ’# ! &（!"）矛盾！
故（.*，#）是 %$0& 空间$
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!" !"#! 和 !"##（ " $ $，%，!）在 !"#$%意义下的“好的推广”

定理 &’ () 设（!"，!!（! ））是由分明拓扑空间（"，! ）拓扑生成的 !#$%，则（!"，!!（! ））是 &’ (

正则空间-（"，! ）是正则空间（ ’ ) $，%，!）*
证明 " 因（!"，!!（! ））是满层 !#$%，故只要证明（!"，!!（! ））是 &$ ( 正则空间-（"，! ）是正

则空间*
必要性 " 设（!"，!!（! ））是 &$ ( 正则空间，+# !,，+% -，.* +，任取 "# /（!），则 #+ / "" 是

（!"，!!（! ））中的闭集且是非零准分明集，且 . * &’((（#+ / ""） ) +* 由 &$ ( 正则性，知有 0 #
$ (（."），1# $ (（#+ / ""），使 0$ 1(［"$ 2（#+ / ""）］" " " （"）
令 3 )｛4# " 5 0,（ 4）’6 ",｝，7 )｛4# " 5 1,（ 4）’6 ",｝，
由 !!（!）的定义知 3，7# !，因 0 # $ (（."），故 " ’6 0（.），即 0,（.）’6 ",!. # 3，又因为 1 #

$ (（#+ / ""），所以对08# +，（#+ / ""）（8）) " 9 )，从而 "’6 1（8），即 1,（8）’6 ",，故 8# 7!+.
7，即得 3、7分别是 .和 +的开邻域，下证 3+ 7 ) -，事实上，若有 4 # 3+ 7，则有 0,（ 4）’6 ",，1,（ 4）’6
",，即 "’6 0（ 4），"’6 1（ 4），由 "# /（!），"’6（0$ 1）（ 4）与（"）矛盾！即证得（"，! ）是正则空间*
充分性 " 设（"，! ）是正则空间，:是 "上的准分明闭集，." # /"（!），且 .* &’(( :*令 + )｛8#

" 5 :（8）) 2（:）｝，则 +# !,，且 .* +，由（"，! ）正则，有 3，7# !，使 3+ 7 ) -*令 0 ) #3,，1 ) #7,，
则 0# $ (（."），1# $ (（:），且 0$ 1 ) #3,$ #7, ) $" )（"$ 2（:））"，即证得（!"，!!（! ））是&$ (
正则空间*
推论&’ () 设（!"，%）是可拓扑生成的 !#$%，则（!"，%）是&’ (正则空间-（!

"，%）是弱正则空间（ ’ )
$，%，!）*
定理 &’ *) 设（!"，!!（! ））是由分明拓扑空间（"，! ）拓扑生成的 !#$%，则（!"，!!（! ））是 &’ (

正规空间-（"，! ）是正规空间（ ’ ) $，%，!）*
证明 " 由于（!"，!!（! ））是满层 !#$%，故只要证明：（!"，!!（! ））是&$ (正规空间-（"，! ）是

正规空间*证明方法类似于定理 !* $，仿证之即可*
推论&’ *) 设（!"，%）是可拓扑生成的 !#$%，则（!"，%）是&’ (正规空间-（!

"，%）是弱正规空间（ ’ )
$，%，!）*
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