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非线性脉冲时滞双曲型方程组的振动准则
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[摘要] 讨论一类非线性脉冲时滞双曲型方程组解的振动性，利用二阶脉冲时滞微分不等式，给出了在

Robin，Diriclllet边界条件下所有有界解振动的若干充分条件，结论充分反映了脉冲和时滞在振动中的影响作

用．
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Abstract：This p印er discusses the oscillation of s01utions for the systems of a class of noIllinear impulsive

delay hyperbolic equations．By using impulsive delay di船rential inequalities“second order，some su仿-

cient conditions for山e oscillation of all bounded solutions are画ven under Robin明d Dirichlet boundary

value conditions．The results flllly renectthe innuence action of impulsive粕d delay in osciUation．
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0 引言

近年来，脉冲偏微分方程及脉冲偏泛函微分方程解的振动性研究开始受到关注，并陆续有很好的研

究工作发表‘卜9|，但是关于脉冲偏微分方程组解的振动性研究却很少见．本文的目的是考虑一类非线性

脉冲时滞双曲型方程组解的振动性问题，建立了该类方程组在两类不同边界条件下所有有界解振动的若

干充分判据．

考虑如下的非线性脉冲时滞双曲型方程组

垫笋：以蚰M心，戈)——■一=o：tf，△Mi～‘．菇，
秕‘

。、 ’ +6i(￡)△“i(t一丁，戈)一pi(￡，戈)Mi(t一盯，并)一芝：gi(t，石l‘[叶(f—p，石)]，
J=l

￡∈R+，￡≠￡k，戈∈力，i∈L={1，2，⋯，m}，
(1)

Mi(t：，菇)一ui(￡i，戈)=6^Mi(气，戈)，

aMi(￡：，戈) a“i(￡f，戈)
。
aMi(“，z)【—丁一—F 5 6t—F，

后=1，2，⋯；i∈L，

后=1，2，⋯；i∈，m．

收稿日期：2005m9-26．

基金项目：国家自然科学基金资助项目(10471086)．

作者简介：罗李平，19“一，副教授，主要从事偏微分方程振动理论的教学与研究．E-mail：layllp@126．com

一27—
  万方数据



南京师大学报(自然科学版) 第29卷第4期(2006年)

掣+肛i(f，戈)uf(f，搿)：o，戈∈aQ，t≠f＆，i∈L， ‘(B1)

Mi(￡，咒)=0， 戈∈a门，f≠￡^， i∈k． (B2)

其中Ⅳ表示a门的单位外法向量，胁(￡，菇)∈c(R+×an，R+)，i∈，。．

对于上述边值问题，在本文中，将使用如下条件：

(H，)R+=[0，∞)，G；R+×力，G，=[丁，∞)×以，门c R”是具有逐片光滑边界a以的有界区域，△是

尺“中的凡维Laplace算子，(z，z)∈G；

(H2)0<tl<t2<⋯<￡☆<⋯是固定点列且jim“=∞；

(H3)丁，盯，p为正常数，且6}>一1，忌=1，2，⋯；

(H4)oi(f)，6f(t)∈PC(R+，R+)，pi(￡，戈)∈PC(R+×而，R+)，g#(￡，搿)∈PC(R+×而，R)，

％(￡，戈)>0，i，，∈，。，这里PC表示具有如下性质的分片连续函数类：仅在￡=f。，后=1，2，⋯为第一

类间断点，但在￡=tt左连续；口(￡)2键谤{口i(t)}，6(￡)2翼毋{6i(￡)}，p(￡)2 i。挺n№(￡，戈)}，q“(f)=

!鲒{％(f，石)}，弼(f)=s删I g口(￡，石)I}，i，，∈，m，g(f)2理毋．[％(f)一乏，蟊(f))>o；
(H，)Zf(“)∈c(R，R)，蜕f(M)>o(配≠o)∥f(M)在(o，∞)上是正的非减的凸函数Z；(M)≥厶(M)

(M>o)，五(“)≤五(u)(u<o)，i，J∈L，&导生≥M，H≠o且M是某正数，i∈，。．
定义1 称向量函数Ⅱ(f，茗)=(u。(f，戈)，Ⅱ：(f，名)，⋯，‰(f，戈))1为边值问题(1)，(B。)((1)，(B：))

的解，若对i∈，m，ui(f，戈)满足：

①对固定的戈，ui(￡，戈)是以￡。为第一类间断点的分片连续函数；

②u如。，戈)=M如i，石)，垫掣=垫每嘉盟，|j}=1，2，⋯，且分别满足(1)式的第二式和第三式；
③对￡≠￡。，戈∈力，掣存在，且满足(1)式的第一式；
对固定的f，f≠￡。，尘掣存在，r∈，。；
④对f≠t。，戈∈a力，掣存在且满足(B。)(ui(f，戈)满足(B：))．
定义2 称数值函数p(t，戈)：G_R为非振动的，若它最终为正或最终为负；反之，称Ⅳ(f，戈)为振动

的．称向量函数M(￡，石)：G—R“为非振动的，若它的每一分量都是非振动的；称向量函数M(f，x)：G—R“

为振动的，若它至少有一分量作为数值函数是振动的．

引理1‘103 设o(f)，pi(f)，g。(￡)∈尸C(R+，R)，gf(f)≤f，limgi(￡)=∞，i∈，f，且y(f^)=y(ff)，

)，’(tk)=y’(fi)，|j}=1，2，⋯．若存在常数M。，鸩，使得o<M。≤Ⅱ(1+6＆)≤鸠(￡>6≥o)，且有

(I)pi(t)≥o，lim』三妥=∞；

(Ⅱ)姆麒f嵩)r(s)酗㈤“飘一(1地)_1¨∞·
则脉冲时滞微分不等式

∥(￡)+口(￡)y’(￡)+∑pi(t)y[gi(￡)]≤o，￡≠￡^，后=1，2，⋯
J

”1

1 y(￡：)=(1+6^)y(￡^)， 后=1，2，⋯

o)，7(f：)=(1+6^)y’(￡^)， 矗=1，2，⋯

无最终有界正解，其中r(f)=exp(f。(s)山)．
一2R一
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定理1 设存在常数M。，鸩，使得o<M。≤n(1+6^)≤鸩(￡>6≥o)，且有
5<“≤f

姆J。s{p(s)n(1+6t)。1+蛳(s)兀(1+6。)。1)山=∞， (2)

则边值问题(1)，(B。)的一切非零有界解在区域G内振动．

证明 假设边值问题(1)，(B，)有一个有界非振动解M(f，z)=(“，(￡，石)，Ⅱ：(f，z)，⋯，M。(￡，菇))7，

不失一般性，不妨设￡≥r>0时，有l ui(f，菇)l>0，i∈，m．令盈=sgnM。(￡，戈)，则yi(￡，戈)=龟M；(t，戈)

>0，(￡，戈)∈Gr，i∈L．令■=丁+max{丁，盯，p}，贝0 yi(￡一丁，艽)>0， )，i(￡一仃，戈)>0，yi(￡一p，髫)>

0，(￡，戈)∈Gn，i√∈L．

当￡≠t。时，(1)式的第一式两边关于石在力上积分，有

翱厶y如，圳石】=“t)厶甑㈠圳戈¨㈤L甑(t一丁，菇)如一D如，咖如一¨)出

一∑蠡J。qF(￡，石)厶[岛乃(f—JD，戈)]以，￡≥F。，i∈，。． (3)

由Green公式及边值条件(B。)有

胁㈠菇)出=J：n笔≯d|s=一厶如，咖如∽d石酏t≥_，i吐，
J△yi(￡一丁，z)d戈=一f肛i(f—r，菇))，i(f一下，石)d戈≤o， ￡≥兀， i∈L，
Jn Jan

其中d|s是an上的面积元素．

由条件(H。)，(H，)及Jensen不等式有

(4)

(5)

f pi(f，戈)yi(￡一盯，戈)d戈≥p(￡)f yi(￡一盯，戈)如， f≥丁1， i∈，m， (6)
Jn Jn

如(∽协[咖(f一”)]以

≥％(c)(卜k【q(L如)。1协(e-p，舳：】， t≥r㈡拈，m． (7)

令K(￡)=(f出)f yi(￡，戈)出，显然K(￡)>o，￡≥r。，i∈，m．于是结合(3)～(7)可得
、Jn ， Jn⋯卿㈤嘶训飞小)掣+，孙㈤掣，z巩i吐

(8)

令y(f)：妻K(￡)，则有y(f)>o，t≥r。．不等式(8)按江1，2，⋯，m垂直相加，并结合条件(H。)，
(H，)，可得⋯钟㈤m训一乳㈤半一，赫㈤掣)
⋯㈤m训一乳㈤一，煮j啪)芦警丛钟㈤m训一理如㈤一，煮。拍))耋筹嘶刊
≤一p(￡)y(￡一盯)一』l幻(z)y(￡一JD)， z≥丁1．

于是有

∥(￡)+p(f)y(￡一盯)+蛳(f)y(￡一p)≤0， z≥兀． (9)

当t=￡。时，结合(1)式的第二式，第三式及定义1中的条件②可得

“i(￡：，戈) =Mi(￡f，Ⅳ)+6^Mi(￡^，戈)=(1+6t)“i(￡f，戈)，
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掣=掣+6。旦兰生铲=c，+6。，掣．a￡ at t⋯
“

a￡
、 5

a￡

由此可知

sgn ui(￡；，菇)=sgn ui(￡i，戈)．

于是有

y(t：)一I，(zf)=(J：2以)。1；厶(s刚i(￡㈠)配i(≠㈠出

一(厶d戈)。荟厶(sg吣瓴，圳u小褂)出

=6t(【以)。1荟￡(sgn Mz(t，石))ui(‰戈)山，
即

y(f：)=(1+6^)y(气)．

y’(t：)一y’(ti)=(j：出)’1耋J：(sgn配i(t：，戈))旦堡!；}塑立d戈
一(厶如)。1茎扣吣∽㈡，掣净出
她(￡以)。1茎扣吣㈠圳驾净出，

即

∥(f：)=(1+6I)∥(fI)．

从而可知(9)～(11)有最终有界正解y(￡)．另一方面，结合条件(2)，由引理1知，(9)

有界正解，矛盾．定理1证毕．

引理2[1·1 设A。是如下Dirichlet特征值问题

(10)

(11)

一(11)无最终

』△咖(石)+A咖(并)=o，戈∈n，A是常数 (12)
【曲(z)=O， 石∈扪

的最小特征值，咖(髫)是与A。对应的特征函数，则A。>o，咖(戈)>0，z∈力．

定理2 设存在常数M，，鸩，使得o<M。≤n(1+6。)≤鸩(t>6≥o)，且有

姆J。5{A。小)疆(1+¨～¨。m)，职≤，(1+¨。1
+p(s)n(1+6。)叫+呦(s)兀(1+6。)。1灿=∞， (13)

则边值问题(1)，(B：)的一切非零有界解在区域G内振动，其中A。由问题(12)确定．

证明 假设边值问题(1)，(B：)有～个有界非振动解M(t，戈)=(u。(￡，戈)，u：(￡，戈)，⋯，M。(￡，x))1．

不妨设当￡≥r>0时，有I“i(￡，z)l>0，i∈L．类似于定理1的证明可得，当￡≠气时，有

∥(￡)+Aoo(t)U(t)+A06(t)U(￡一丁)+p(t)U(f一盯)+^幻(f)U(t—p)≤0， ￡≥r1， (14)

其中

u(t)=(厶咖(石)如)一蚤厶yi(t，戈)咖(戈)以>o，r-=r+max{丁，矿，p}．
当f=气时，结合(1)式的第二式，第三式及定义1中的条件②可得

ui(￡：，z)=Mi(￡i，石)+6^ui(tI，戈)=(1+6^)Mi(ti，菇)，

掣=掣+6。皇兰上学=c·+6。，掣．—1厂一2—F+D^—F 2 L 1+DkJ—F‘
由此可知

sgn“i(f；，戈)=sgn Mi(￡i，菇)．
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于是有

u(t：)一u(ti)=(厶咖(戈)d菇) 1薹厶(sgn M如。))M如。)北)以

一(厶咖(圳戈)～荟L(sgn Mi(“戈))ui(t戈)咖(戈)出

=6t(厶咖(石)出)～荟厶(sgn“小，戈))M如t，菇)咖(菇)以，
即

u(￡；)=(1+6‘)u(￡I)． (15)

um；)一umf) = (厶咖(石)毗)-1耋￡(sgn配如：，菇))掣咖(名)出u7(￡；)一u’(tf)2(厶咖(石)毗)；厶(sgn配t(t：，菇))竺令}型咖(名)出

一(￡咖(髫)毗)。1薹L(sgn“如i，戈))掣(菇)如
=6。(L咖(茁)出)。1耋j：2(sgn u心，戈))塑号笋堕咖(戈)出，

即

u’(￡：)=(1+6I)u’(f‘)． (16)

从而可知(14)～(16)有最终有界正解u(￡)．另一方面，结合条件(13)，由引理l知，(14)一(16)无

最终有界正解，矛盾．定理2证毕．
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