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[摘要 ] � 从控制网格以适应解的性态并具有一定光滑性的朴素思想出发,建立了一种基于变分的网格运动方

法,并给出了两种简单的数值求解方法.以两点边值问题及边界层问题为例, 对这一网格运动方法进行了数值

试验并得到了满意的数值结果,结果说明本方法成功地控制了网格的分布.
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Abstract: A new m ov ing m esh m e thod is g iven in this dissertation. Key idea of our m ethod is that the

m esh shou ld adapt the so lutions cha racter and have som e sm oothness. The d istribution o f the nodes is

go tten by a var ia tiona l problem, w hose Eu ler�Lagrange equation is the new mov ing m esh equation. Why

and how to form the new m ethod is in troduced in de tails. Num er ica l results in two�po int boundary prob�

lem s and boundary layer problem s are very encourag ing and c lear ly to show that in m any cases them ethod

can con tro l them esh m o tion.
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0� 引言

面对大量复杂的非线性问题,因其中大部分问题的解在局部变化剧烈甚至出现间断, 实际问题又迫切

需要尽可能精确掌握在此 !奇异点∀附近解的性态, 所以在目前还没有一般方法解析求解非线性微分方程

的情况下,这就对数值解提出了极大的挑战.仔细分析这些非线性问题,可以发现它们与线性问题的最大

差异是大部分非线性问题的解只在局部有大梯度变化, 而在其它大部分区域相对平滑.为了保证计算结果

的整体精度,一个自然的想法是在解变化剧烈的地方, 网格分布得密一些,同时为了使计算量不至于增加

太多,在解变化比较平缓的地方,网格分布相对稀疏一些.对于发展型问题, !奇异点 ∀一般随时间变化,网

格自然也应该随着时间运动以适应解的变化, 即在解变化剧烈的地方保持细密的网格,这样既可以保证求

解的精度,又可避免付出过大的计算量,还可以增加时间步长.这就是运动网格的基本出发点.

运动网格方法已有 30年左右的研究历史, 目前已得到很大的发展.无论对椭圆型问题、双曲型问题还

是抛物型问题,运动网格都有广泛的应用.运动网格可以与有限元方法相结合,也可与差分方法相结合.依

�15�

第 30卷第 2期

2007年 6月
� � � � 南京师大学报 (自然科学版 )

JOURNAL OF NANJING NORMAL UNIVERSITY ( Natural Sc ience Edition)
� � � �

Vo.l 30 No. 2

Jun, 2007



据目前研究状况,按照所求解问题的不同,运动网格可分为两类:定态运动网格和动态运动网格.

运动网格最早的工作可以追溯到 de Boo r
[ 1]
的等分布原理. 其主要想法是, 如果网格的分布使解的某

种误差度量在计算网格上分布得比较均匀的话,那么采用这样的网格, 将会在同等工作量的前提下获得较

好的结果. W hite
[ 2]
通过引进弧长坐标变换,将等分布原则用于计算两点边值问题,这是等分布原理最直接

的应用. Huang
[ 3]
提出了运动网格偏微分方程 (MMPDE ) ,将等分布原理应用到发展型问题,以 MMPDE控

制网格的分布. M iller
[ 4, 5]
及其合作者将网格运动的思想与有限元相结合, 提出了运动有限元方法 (M FE ) ,

并进一步发展为梯度加权运动有限元方法 (GWMFE )
[ 6 - 8 ]

,而且给出了其变分解释和几何力学解释. 也有

一类运动网格方法是在 ALE (A rbitrary LagrangeEu ler)框架下建立的,本质上可称之为拟 Lagrange方法,即

利用 Lagrange的思想进行网格运动控制. C ao
[ 9 ]
提出了基于几何守恒律 ( Geom etric Conservat ion Law, GCL)

的方法,由 GCL得到了网格速度场的散度条件,并根据 He lmho ltz定理,添加适当的旋度条件来确定网格

速度场,与原方程联立可同时确定方程解及其网格.

本文得出了一种基于变分的运动网格方法.从网格应适应解的局部性态并具有一定光滑性的原则出

发,导出控制网格运动的泛函, 并通过求解该泛函的极值问题确定网格的分布.在实际计算中,利用求解与

该泛函对应的欧拉 � 拉格朗日 ( Eu ler�Lag range)方程实现网格的重新分布. 为了验证其正确性与有效性,

本方法应用于求解两点边值问题,以及难以用均匀网格计算的边界层问题, 都得到了满意的数值结果.

1� 网格变分问题的导出

微分方程数值解的本质就是数值积分,所以,不失一般性,考虑积分问题 I1 = #
b

a

u (x ) dx的数值计算.

首先, 对区间 [ a, b] 进行网格剖分 a = x0 < x1 < ∃ < xj < ∃ < xn- 1 < xn = b,为了简单起见,选择矩形

积分公式 Sn = %
n

j= 1
uj- 1 (xj - xj- 1 )进行计算,其中, uj- 1 = u( xj- 1 ).

如图 1所示,曲线为原函数,阴影部分表示数值积分 Sn,

空白部分的面积是数值误差. 显然在确定数值积分公式的

情况下,网格的分布直接影响误差的大小. 当选择均匀网格

计算时,得到的误差未必是最小的. 我们希望在既不增加计

算结点数目,也不改变数值积分公式的前提下, 通过合理分

布网格使计算得到的 Sn与积分值 I1尽可能相近, 使误差 E1

有

E 1 = m in #
b

a
u( x ) dx - %

n

j= 1
u j- 1 ( xj - xj- 1 ) (1�1)

假定 u ( x )是解析函数,将其在每个区间 [ xj- 1, xj ]上进

行 Tay lor展开:

#
b

a
u ( x ) dx - %

n

j= 1
u j- 1 (x j - xj- 1 ) =

1
2 %

n

j= 1
[ ux (xj- 1 ) (xj - xj- 1 )

2
] + O ( �x

2
). (1�2)

可以看出,数值积分的误差主要来自于第一项.记作 R1 =
1

2 %
n

j= 1

[ ux ( xj- 1 ) ( xj - xj- 1 )
2
].

引入计算参考区域 [ 0, 1], 作等间距剖分, 0 = �0 < �1 < ∃ < �j < ∃ < �n- 1 < �n = 1,其中 �j = j��,

间距 ��= 1
n
.由于 ��是常数,所以选择结点 xj使 R 1达到最小, 等价于使 R = ��R1达到最小, 令 xj =

x (�j ),可以得到

R =
1

2 %
n

j= 1
ux (xj- 1 )

x j - xj- 1

��

2

��.

容易看出,当 n很大时,

R ~
1
2 #

1

0
u�x�d�.
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进一步放大 R,

1
2 #

1

0
| u�x� | d�& 1

4 #
1

0
(  u�)

2
+

x�

 

2

d�,

去掉常数,并不影响网格函数的确定.所以有理由认为, 以下面变分问题的解所确定的网格,在其上采用矩

形积分公式 ( Sn = %
n

j= 1

u j-1 (xj - xj- 1 ) )计算的积分值误差较小,

I = m in#
1

0
[ ( u�)

2
+ !( x�)

2
] d�. (1�3)

其中, 参数 !∋ 0,可以根据实际问题的需要选取.

( 1�3)式的意义很清楚:应该选择这样的网格,一方面在函数 u变化剧烈的地方要多分布网格, 另一

方面又不应使网格的疏密变化过于剧烈. 参数 !起平衡的作用,用于控制网格变化的剧烈程度.

上面得到了在 !为常数的情况下控制网格运动的变分形式 ( 1�3), 其实 !也可根据问题需要不取为常

数.譬如,

 I = m in#
1

0
[ ( u�)

2
+ ( x�!( x, u ) )

2
] d�. (1�4)

对于常微分方程组:

y 1 = f 1 ( y1, y2, ∃, ym, x )

y 2 = f 2 ( y1, y2, ∃, ym, x )

∃
y m = fm ( y1, y2, ∃, ym, x ),

(1�5)

可以类似于单个方程的情况,将泛函取作

I = #
1

0 %
m

j= 1
 

2
j ( x, y1, ∃, ym, y 1, ∃, y m ) (f j )

2
+ ! x

2
� d�. (1�6)

2� 网格控制方程

网格分布的确定问题已转化为求解泛函极小的问题. 现在考虑如何求解此变分问题. 目前有两种方

法,一种是直接求解 ( 1�4), 一种是求解其欧拉 � 拉格朗日方程.直接求解法的程序实现起来要复杂一些,

所以, 采用差分方法求解其欧拉 � 拉格朗日方程.

( 1�4)对应的欧拉 � 拉格朗日方程为:
∀I
∀x

=
!
!x

-
d

d�
!
!x�

[ ( u�)
2
+ (x�!( x, u ) )

2
] = - 2[ (ux uxx + !( !x + !u ux ) ) x

2
� + ( u

2
x + !

2
) x�� ].

(2�1)
这就得到了控制网格质量的微分方程:

( uxuxx + !( !x + !uux ) ) x
2
�+ ( u

2
x + !

2
)x�� = 0. (2�2)

如果原问题的求解区间为 [ a, b ], 则方程 (2�2) 可以提边界条件: x (0) = a, x (1) = b.

如果 !为常数,则 ( 2�2)可取为更简单的形式,
ux uxxx

2

� + ( u
2

x + !) x�� = 0. (2�3)
下面对方程 ( 2�3)进行一些简单分析.

( 1) 当 | uxx |很小时, 网格控制方程的第一项可以忽略, ( 2�3)式近似为 x�� = 0.考虑到边界条件,它

有惟一光滑解 x = a ( 1- �) + b�,确定的网格是均匀网格.其实不难想象,在 | uxx |很小时,均匀网格就是

合理的网格.

( 2) 当 !很大时, ( 2�3)式也近似为 x�� = 0,所以确定的网格也是均匀的.由此可见 !控制了网格变化

的光滑程度,起正则化的作用.

为了协调 (2�3) 中第一项与第二项的关系,可以在方程 ( 2�4)中引入参数 #,即

uxuxxx
2
� + #( u

2
x + !)x�� = 0, x ( 0) = a, x (1) = b. (2�4)

以后也会用 ( 2�3)来控制网格.
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3� 数值方法

下面考虑欧拉 � 拉格朗日方程 ( 2�3)的数值求解.由于需求解的是非线性两点边值问题, 数值求解

比较困难,这里给出两种求解方法.

第一种,根据 (2�3)的特点,可以将 �作为未知函数,采用坐标变换将非线性方程变成线性方程进行求

解.这样就得

ux uxx �x - ( u
2
x + !) �xx = 0. (3�1)

由于实际应用中空间网格时常是非均匀的,所以一阶导数和二阶导数的离散格式为:

�x (
( xj - xj- 1 )

�j+ 1 - �j
xj+ 1 - xj

+ (xj+ 1 - xj )
�j - �j- 1

xj - xj- 1

xj+ 1 - xj- 1

, (3�2)

�xx ( 2*
�j+ 1

(x j+ 1 - xj ) ( xj+ 1 - xj- 1 )
+

�j
( xj - xj+ 1 ) (x j - xj- 1 )

+
�j- 1

(xj- 1 - xj+ 1 ) ( xj- 1 - xj )
, (3�3)

方程 ( 3�1)离散后, 形成三对角系数矩阵是采用追赶法求

解,计算量不大.

下面需要利用得到的 �= �( x )确定 x = x ( �), 生成新

的物理空间网格如图 2所示,求解方程 (3. 1) 得到 )对应的

点.

采用抛物线来拟合函数.首先,选出与  �j =
j

n
距离最近

的 �j, 其相邻的三个结点空间 �j- 1、�j和 �j+ 1可以惟一确定所

需的抛物线.对应于  �j值的  xj即为所求的新物理空间网格
{  xj },即 x对应的各点.

另一种方法是时间相关法,就是把 (2�3) 的求解变为对非线性抛物型方程 ( 3�4)的求解.
ut = uxuxx x

2

�+ ( u
2

x + !)x��, (3�4)
初边值条件为:

x ( �, 0) = a + ( b - a) �, x ( 0, t ) = a, x (1, t) = b. (3�5)
可以认为当 t∗ + , (3�4) 求得的解趋于 ( 2�3)的解.由于网格的好坏只是一个相对概念,所以对于

实际问题而言,只要求解到 t足够大即可,不一定非要达到收敛.

4� 数值试验

为了验证网格运动方程的有效性,以常微分方程的两点边值问题

u,( x ) = f ( x, u, u )
u ( a ) =  , u ( b ) = ∃

(4�1)

作为算例进行检验.这里给出了两个典型算例的计算结果. 采用打靶法对两点边值问题进行求解, 每迭代

一步, 先数值求解两点边值问题,再依照数值解生成新的网格,循环求解,直到收敛.

Model 1

%u,+ 2uu = 0, u ( 0) = 1, � u (1) = 2. (4�2)
将其写成方程组的形式:

%
du
dx

= v, u ( 0) = 1,

%
dv

dx
= - 2uv, u ( 1) = 2.

(4�3)

方程的精确解 u (x ) =  
K exp( 2 x /%) - 1

K exp( 2 x /%) + 1
, 其中, K =

 + 1

 - 1
,  满足 exp 2 

%
=

(  - 1) (  + 2)

(  + 1) (  - 2)
.

运动网格方程:
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(f 1f 1x + f 2f 2x )x
2
� + &(f

2
1+ f

2
2+ !) x�� = 0, (4�4)

其中, f1 = v /%, f2 = - 2uv /%, f1x = - 2uv /%
2
, f 2x = - 2( f1 v + f 2u ) /%

2
.

求解区间离散为 10个单元, 共

有 11个结点.图 3给出了 %= 1, &=

1时的数值结果. ( a) 给出了均匀网

格和自适应网格上数值解的误差比

较图. 其中, 方形表示均匀网格上数

值解的误差,圆形、菱形、三角为采用

我们的运动网格方法在 !取不同值

时数值解的误差. ( b)为 != 1时数

值解与网格关系图. 其中, 实线表示

精确解, 方块表示数值解, 纵线标出

了网格结点的位置, 可见, 网格结点

在解变化剧烈的地方汇聚.

当 %减小的时候,本问题会在 x = 0附近出现边界层效应, %越小, 边界层效应越明显.如果采用均匀

网格计算这类问题,除非网格非常细密,否则不能描绘出边界层内部的信息. 图 4给出了对应于 %取不同

值的网格与数值解.实线代表精确解,圆点的横坐标为网格结点的位置,纵坐标代表数值解. 参数 &= 2, !

= 0�5.其中,图 4( a)给出了 %分别取 10
- 2
、10

- 4
、10

- 6
和 10

- 8
的数值解和网格分布关系图.随着 %∗ 0,边

界层越来越窄,网格大部分汇聚在边界层内,图 4( b)给出了对应于图 4( a)的边界层内部的网格分布,相

当于各图的局部放大.表 1给出取不同 %值的最大模误差和平方误差.网格的分布使误差没随着边界层效

应的剧烈而增加.这个例子说明,本方法可以用于求解此类问题.

表 1� %取不同值的误差比较

Table 1� Num erica l err o f different%

% L + L
2

10- 2

10- 4

10- 6

10- 8

4�525449105524926E - 002

4�543420379749574E - 002

1�907470945546552E - 002

3�888197405021510E - 002

2�877583666611533E - 002

2�886621734476978E - 002

1�134060354673475E - 002

1�915408193993956E - 002

Model 2

du
dx

=
1
v
, u (0) = %,

dv
dx

=
1
u
, u (1) = 1

. (4�5)

方程的精确解:

u (x ) = [%
2
+ (1 - %

2
)x ]

1 /2
,
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运动网格方程:

(f 1f 1x + f 2f 2x )x
2
� + &(f

2
1 + f

2
2 + !) x�� = 0, (4�6)

其中, f1 =
1

v
, f2 =

1

u
, f1x = -

1

uv
2, f2x = -

1

u
2
v
.

图 5给出了 %= 0�5, &= 1时的数值结果,图 5( a)为均匀网格与运动网格方法得到的数值解的误差

比较图. ( b)为 != 1时数值解与网格关系图.同样可见,自适应网格的数值误差要小于均匀网格.

当 %减小的时候,解在 x = 0处出现边界层. 当 %很小的时候, 11个结点已经不足以给出适当的解,因

此,随着 %的改变选择不同的结点个数求解. 图 6给出了 %取不同值时,运动网格和均匀网格的误差比较

图.圆点代表的运动网格误差要远远小于均匀网格的误差.表 2给出了在取不同 %值N个结点情况下的最
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大模误差和平方误差.图 7给出了 %分别取 0�2、0�1、0�01和 0�001的计算结果. ( a)给出了 %取不同值时

网格与解的关系图, (b)给出了 %= 0�01和 %= 0�001时候边界层内部网格与解的关系图.参数 &= 0�5,
!= 0�1.

表 2� %取不同值的误差比较

Table 2� Num er ica l err o f d ifferen t%

% N L + L 2

0�2

0�1

0�01

0�001

11

11

21

51

7�503533449866318E - 004

1�982087830984969E - 003

1�397461370266750E - 003

3�501960689044625E - 004

5�285218952765340E - 004

1�412125108805241E - 003

1�141681143437446E - 003

2�391793104072646E - 004

5� 结 � 论

本文给出的基于变分形式的运动网格方法可以自然推广到高阶方程、方程组, 以及偏微分方程. 作为

对该运动网格方法的检验,应用此方法于一系列有不同边界层效应的两点边值问题的数值模拟,结果说明

该方法给出了合适的网格分布.

[参考文献 ]

[ 1] � C de Boo r. Good approx im ation by splinesw ith var iable kno ts II[M ] / / Springer Lec tureNo tes Se ries 363. Be rlin: Springer�
Verlag, 1973.

[ 2] � W h ite A B. On se lection of equ id istr ibuting m eshes for tw o�po int boundary�value prob lem s[ J]. SIAM Journal on Num erical

Analysis, 1979, 16( 3): 472�502.
[ 3] � H uangW, Ren Y, Russe llR D. M ov ing m esh partia l d ifferentia l equations (MMPDEs) based on the equid istribution pr inci�

p le[ J]. SIAM Journa l on Num erical Ana lysis, 1994, 31: 709�730.
[ 4] � M illerK, M ille rR N. M ov ing fin ite elem ent I[ J]. S IAM Journa l on Nume rica l Ana lys is, 1981, 18: 1 019�1 032.

[ 5] � M illerK. M ov ing fin ite e lement II[ J]. SIAM Journa l on Num erical Ana lysis, 1981, 18: 1 033�1 057.

[ 6] � Car lson N, M illerK. Design and applica tion o f a grad ient�w eighted mov ing finite code, Part I, 1- D [ J]. SIAM Journa l on

Sc ientific Com puting, 1998, 19: 728�765.
[ 7] � Car lson N, M illerK. Design and application of a grad ient�w eigh ted m ov ing finite code, Pa rt II, 2- D [ J]. SIAM Journa l on

Sc ientific Com puting, 1998, 19: 766�798.
[ 8] � M illerK. A geom etrical- m echan ica l inte rpo lation o f g rad ient�we ighted mov ing fin ite e lem en ts[ J]. SIAM Journa l on Num eri�

ca l Ana lys is, 1997, 34: 67�90.
[ 9] � CaoW, H uangW, RussellR D. A m ov ing m esh m ethod based on the geom etric conservation law[ J]. S IAM Journal on Sci�

entific Com puting, 2002, 24( 1): 118�142.

[责任编辑:陆炳新 ]

�21�

李 � 征,等: 一种基于变分的网格运动方法及其在边界层问题数值求解中的应用


