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[摘要 ] � 研究了带有不完全数据的非线性模型的中位数回归问题.将完全数据线性回归模型的 L1 方法推广

到随机右删失非线性中位数回归模型中,提出了一种估计非线性中位数回归模型参数的半参数方法,并得到了

估计量的强相合性和渐近正态性.
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0� 引言

删失数据回归模型是生存分析中一个很有价值且常用的模型.带有右删失数据的参数回归模型为

T i = f( �, X i ) + ei, � � i = 1, 2,  , n, ( 1)

其中 �是 R
p
中未知的参数向量, X 1,  , X n是协变量, e1,  , en是独立同分布的误差项.由于删失的存在,

观测值为 Yi = m in(T i, C i )和 �i = I(T i ! C i )而非 T i,其中 I [A ]为集合 A的指示函数, C1,  , Cn为独立

同分布的随机删失变量, 且与 T 1,  , Tn独立. 在删失线性回归模型 (即在模型 (1)中 f (�, X i ) = �∀X i )下,

文献 [ 1] ~ [ 5]等给出了参数 �的众多最小二乘估计 (简称 L 2估计 ). 这些估计方法大部分都需要调整删

失数据,然后对调整后的数据使用普通最小二乘.

曾有文献对删失数据已知时回归模型 (1)的 L1估计做过研究.文献 [ 6] ~ [ 8]研究了观测数据为 Yi

= m in(T i, 0),即删失点固定且为 0时的删失线性回归模型参数的 L1估计,并证明了该模型参数的 L1估计

的渐近正态性. 文献 [ 9]在误差项 ei的条件中位数为 0的条件下,针对删失线性回归模型参数的统计推断,

提出了一个估计方程的方法,并证明了该统计量的强相合性和渐近正态性. 文献 [ 10]研究了在随机删失

变量 C i均已知的条件下删失回归模型 (1)的 L1估计, 并证明了参数 L1估计量的渐近正态性.

本文考虑回归模型 (1),并假设删失变量 C 1,  , Cn 有相同的连续生存函数 G, �0是参数 �的真值.我

们将文献 [ 9]中提出的估计方程的方法应用于回归问题 (1),并研究了该模型参数估计量的渐近性质.

1� 估计方程

为得到参数 �的估计,首先回顾文献 [ 9]中的方法.该文考虑在无删失且误差项 ei的条件中位数为 0
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的条件下,线性回归模型 (即模型 (1) f ( �, X i ) = �∀X i )参数的 L1估计. 在这种情况下,参数 �的 L1估计是

极小化问题

m in
�#i

| T i - �∀X i |

的解. 该问题等价于

m in
� #

i

{ I (T i ∃ �∀X i ) -
1
2

} (T i - �∀X i ),

其中记号 % #
i

&代表 % #
n

i= 1

&,本文中将一直使用此简便记号.注意到上述问题的解是方程

Un ( �) = #
i

{ I(T i ∃ �∀X i ) -
1

2
}X i ∋ 0 ( 2)

的根. 这里使用 % ∋ &是因为 Un (�)是 �的不连续函数.一般而言,当误差 ei的分布连续时, (2)式的根可

以使 Un为 O (1).由于给定 X i时 Un (�0 )的条件期望为 0,所以 Un ( �) 是 �的一个合理的估计函数.其次

对于无删失非线性回归模型 (1),参数 �的 L1估计是极小化问题

m in
� #

i

| T i - f (�, X i ) |

的解. 它等价于

m in
� #i { I (T i ∃ f (�, X i ) ) -

1

2
} (T i - f (�, X i ) ).

我们将上式改写为

m in
�#i

{ I (T i ∃ f ( �, X i ) ) -
1

2
} (T i - f( �0, X i ) - � f ( �0, X i ) ∀(� - �0 ) - d i ( �, �0, X i ) ),

其中

d i ( �, �0, X i ) = f (�, X i ) - f ( �0, X i ) - � f ( �0, X i ) ∀( �- �0 ).

当 �和 �0充分接近且 n充分大时,在一定条件下, #
i

{ I (T i ∃ f (�, X i ) ) -
1
2

} di ( �, �0, X i )对上述问题解

的影响与#
i

{ I(T i ∃ f ( �, X i ) ) -
1
2

} (T i - f (�0, X i ) - � f ( �0, X i ) ∀(� - �0 ) )相比就会充分小.因此参

数 �的估计可以重新定义为极小化问题

m in
� #i { I(T i ∃ f ( �, X i ) ) -

1
2

} (T i - f ( �0, X i ) - � f ( �0, X i )∀( �- �0 ) )

的解. 注意到上述问题的解在一定条件下是方程

 Un (�) = #
i

{ I (T i ∃ f ( �, X i ) ) -
1
2

} � f (�0, X i ) ∋ 0

的根. 由于上式中 �0未知, 我们重新定义参数 �的估计为方程

 Un (�) = #
i

{ I (T i ∃ f ( �, X i ) ) -
1
2

} � f (�, X i ) ∋ 0 ( 3)

的根. 对于删失非线性回归模型 ( 1), 观测值为 Yi而非 T i.在下一节条件 A 1下,因为

E I( Yi ∃ f ( �0, X i ) ) | X i =
1
2

G ( f( �0, X i ) ),

所以参数 �的一个自然的估计方程为

Sn (�) = #
i

I ( Yi ∃ f (�, X i ) )

Ĝ (f ( �, X i ) )
-

1

2
� f ( �, X i ) ∋ 0, ( 4)

其中 Ĝ是 G的乘极限估计. 方程 ( 4) 的根 �̂n定义为 ( Sn (�) (的极小值点, () (为 R
p

中欧氏范数.

2� 假设条件和主要结论

首先假设参数 �的真值 �0在有界凸区域 D的内部, 其次给出下列条件:

A1. e1,  , en 独立同分布.给定 X i时 ei的条件生存函数记为H,它连续、未知但中位数为 0. X 1,  , Xn
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是独立同分布的协变量.

A2. C1,  , Cn为独立同分布且具有连续生存函数 G的非负随机删失变量,并与T 1,  , T n独立.函数 g

和 h,分别为 1 - G和 1 - H 的密度函数,均一致有界.

A3. f ( �, X i )在 � = �0处对于 �连续可微,且 f (�0, X i ) ∃ 0, i = 1, 2,  , n.存在 �0的邻域 B0使得

对一切 � ∗ B0, | f ( �, X i ) - f (�0, X i ) - � f (�0, X i )∀( �- �0 ) | ! ri (�0 ) (� - �0( .

且

lim
�

n+ , #
i

r
2
i (�0 ) < , .

此外, 对一切 �∗ D和 X, 梯度向量 � f ( �, X ) 有界.

A4. 对 �∗ D和 X, 设存在常量 t0使得 P ( Y ∃ t0 ) ∃ �> 0和 f ( �, X ) ! t0几乎处处成立, �是常量.

A5. 假定矩阵 E [ � f (�0, X ) � f (�0, X )∀h (0 | X ) ]正定,这里 h () | X )是给定 X时H的条件密度函

数.

注 � 条件 A2、A3中分别要求删失变量 C i以及 f (�0, X i )非负, i = 1, 2,  , n,仅仅是为了叙述上的方

便,这两个假设可以很容易的拓宽为 C i ∃- k, f (�0, X i ) ∃- k, i = 1, 2,  , n,其中 k为任意的有限正常数.

主要结论为如下 3个定理:

定理 1� 在条件 A1 ~ A5下, �̂n

a. s.
�0,其中 %

a. s.
&意为几乎处处收敛.

定理 2� 在条件 A1 ~ A5下, 对任意的  > 0,

Sn ( �) = Sn (�0 ) + nA ( �- �0 ) + op (m ax ( n
1
2

+ 
, n(� - �0( ) )

成立, 其中

A = E [ � f ( �0, X )� f ( �0, X )∀h (0 | X ) ].

定理 3� 令

p ( t) = l im
n+ ,

1

n #j

I( Yj ∃ t), q ( t) = lim
n+ ,

1

n #j I (f (�0, X j ) ∃ t )� f ( �0, X j ).

在条件 A1 ~ A5下,

�̂n - �0
d

N ( 0, n
- 1

(A
- 1

) ! (A
- 1

)∀),
其中

! = lim
n+ ,

1
n #i

I( Yi ∃ f ( �0, X i ) )

G (f ( �0, X i ) )
-

1
2

2

� f ( �0, X i ) � f (�0, X i )∀+
1
4 −

,

0

q( t )q( t )∀
p ( t )

d∀G ( t),

%
d
&意为依分布收敛, ∀G 是删失变量 C的累积失效率函数.

3� 定理的证明

首先,我们证明 �̂n 的强相合性. 令

!Sn (�) = #
i

H ( f( �, X i ) - f (�0, X i ) ) -
1
2

� f ( �, X i ).

因为 (见 [ 11] ) 对一切  > 0,

sup
t! t0

| Ĝ ( t) - G ( t) | = o ( n
- 1
2

+ 
) � � a. s. , ( 5)

所以对一切 � ∗ D 以概率 1有下式成立:

Sn ( �) - !Sn ( �) = #
i

G ( f (�, X i ) )
- 1

I ( Yi ∃ f ( �, X i ) ) - P ( Yi ∃ f (�, X i ) |X i ) ) � f ( �, X i ) + o ( n
1
2

+ 
).

依据重对数定律及条件 A3,有

sup
�∗ D
( #

i

G (f ( �, X i ) )
- 1

I ( Yi ∃ f (�, X i ) ) - P ( Yi ∃ f (�, X i ) | X i ) � f (�, X i ) ( = o( n
1
2

+ 
) � a. s. .

因此

sup
�∗ D
( n

- 1
Sn ( �) - n

- 1!Sn ( �)( = o ( n
1
2

+  
) � a. s. . ( 6)
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令

� � � � An ( �) =
1
n

∀
∀�
!Sn ( �) =

1
n #i h (f (�, X i ) - f ( �0, X i ) ) � f ( �, X i )� f ( �, X i ) ∀

+
1
n #i H (f ( �, X i ) - f ( �0, X i ) ) -

1
2

∀
∀�� f ( �, X i ).

则 A n (�0 ) + A以概率 1成立,其中 A是正定矩阵.由于 !Sn (�0 ) = 0,故对充分大的 n,如果 � . �0且 �∗
B0,则存在常量 / n > 0,使得

( n
- 1!Sn ( �)( ∃ / n > 0. ( 7)

由 �̂n的定义及等式 ( 6)可得

( n
- 1
Sn ( �̂n ) ( ! ( n

-1
Sn ( �0 ) ( = o ( n

-
1
2

+  
) � � a. s. .

所以

( n
- 1!Sn ( �̂n )( ! ( n

- 1 !Sn ( �̂n ) - n
- 1
Sn ( �̂n ) ( + ( n

- 1
Sn ( �̂n ) ( = o( n

-
1
2

+  
) � a. s. . ( 8)

依据 ( 7)和 (8), 知 �̂n

a. s.

�, 定理 1证毕.

其次,为证明定理 2,需要下面的引理:

引理 1� 设 #为连续可微函数,则对任意  > 0,

sup
t! t0

| #(Ĝ ( t) ) - #(G ( t) ) - #(Ĝ ( s) ) + #(G ( s) ) | = op ( n
- 1
2

+  
).

证明 � 由等式 ( 5) 知引理的结论显然.

定理 2的证明 � 令

� � ∃1 = Sn (�) - #
i

G ( f( �, X i ) )
- 1

I( Yi ∃ f ( �, X i ) ) -
1
2

� f ( �, X i )

- #
i

Ĝ (f (�0, X i ) )
- 1

- G ( f (�0, X i ) )
- 1

I( Yi ∃ f ( �, X i ) ) � f ( �, X i ),

由引理 1及条件 A3知

( ∃1( = op ( n
1
2

+  
)

成立. 因此

� � Sn ( �) = #
i

G ( f( �, X i ) )
- 1

I ( Yi ∃ f ( �, X i ) ) -
1

2
� f (�, X i )

+ #
i

Ĝ (f ( �0, X i ) )
- 1

- G (f ( �0, X i ) )
- 1

I( Yi ∃ f ( �, X i ) ) � f (�, X i ) + op ( n
1
2

+  
)

= Sn ( �0 ) + #
i

G ( f (�, X i ) )
- 1

I ( Yi ∃ f (�, X i ) ) -
1
2

� f ( �, X i )

- #
i

G (f (�0, X i ) )
- 1

I ( Yi ∃ f (�0, X i ) ) -
1
2

� f ( �0, X i )

+ #
i

G ( f (�0, X i ) )
- 1

I ( Yi ∃ f (�0, X i ) ) � f ( �0, X i )

- #
i

G ( f (�0, X i ) )
- 1

I ( Yi ∃ f (�, X i ) )� f ( �, X i )

+ #
i

Ĝ ( f (�0, X i ) )
- 1

I ( Yi ∃ f (�, X i ) )� f ( �, X i )

- #
i

Ĝ ( f (�0, X i ) )
- 1

I ( Yi ∃ f (�0, X i ) ) � f ( �0, X i ) + op ( n
1
2

+  
)

= : Sn (�0 ) + I1 - I2 + I3 - I4 + I5 - I6 + op ( n
1
2

+ 
).

依据条件 A3及等式 (5)可得

( I3 - I6( = op ( n
1
2

+  
), ( I5 - I4( = op ( n

1
2

+  
). ( 9)

令

∃2 = I1 - I2 - #
i

G ( f (�, X i ) )
- 1

P ( Yi ∃ f (�, X i ) | X i ) -
1
2

� f (�, X i ),
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依据重对数定律及条件 A3知

(∃2( = op ( n
1
2

+  
).

故

� � I1 - I2 = #
i

G ( f (�, X i ) )
- 1

P ( Yi ∃ f (�, X i ) | X i ) -
1

2
� f (�, X i ) + op ( n

1
2

+  
)

= !Sn ( �) + op ( n
1
2

+  
). (10)

由 ( 9) ~ (10)知

Sn ( �) = Sn (�0 ) + !Sn ( �) + op ( n
1
2

+  
). (11)

从而, 在 (11)中对 !Sn (�)在 �0处用泰勒展式即得 Sn (�)的局部线性性质.定理 2证毕.

最后为证明定理 3, 即 �̂n - �0的渐近正态性,我们首先证明 n
- 1
2 Sn (�0 )渐近于正态分布 N ( 0, ! ),然

后由定理 2知,定理 3的结论显然.为证明 n
- 1
2 Sn ( �0 )的渐近正态性,我们需要下面的两个引理:

引理 2� 定义M 为

M ( t) = N ( t) - −
t

0
Y( s) d∀G ( s).

则 M是 [ 0, , ) 上的平方可积鞅,其可料二次变差过程 �M, M � 由

� M, M � ( t) = −
t

0
Y( s )d∀G ( s)

给定, 其中

N ( t) = #
i

I( Yi ! t, �i = 0), � Y( t) = #
i

I ( Yi ∃ t).

证明 � 见文献 [ 12] .

引理 3� 对一切 t > 0,有下式成立

Ĝ ( t)

G ( t)
= 1 - −

t

0

Ĝ ( s)

G ( s) Y( s)
dM ( s).

证明 � 见文献 [ 12] .

定理 3的证明 � 方法是用一列独立的零均值随机变量和逼近 n
-
1
2 Sn (�0 ).

令

∃3 = Sn ( �0 ) - #
i

I( Yi ∃ f ( �0, X i ) )

G ( f ( �0, X i ) )
-

1
2

� f (�0, X i ).

则

∃3 = - n−
,

0

Ĝ ( t) - G ( t)

Ĝ ( t )G ( t)
dQ ( t),

其中 Q ( t) = n
-1 # i

I (f ( �0, X i ) ! m in( t, Yi ) ) � f (�0, X i ).

由引理 3得

� � ∃3 = n−
,

0 −
t

0

Ĝ ( s)

Ĝ ( t)G ( s) Y( s)
dM ( s) dQ ( t)

=
1

2#i −
,

0

q( s)

p ( s)
dI ( Yi ! s, �i = 0) - I ( Yi ∃ s) d∀G ( s) + op ( n

1
2 ),

其中

p ( s) = lim
n+ ,

1
n #i I ( Yj ∃ s), q ( s) = lim

n+ ,

1
n #i I ( f ( �0, X j ) ∃ s)� f (�0, X j ).

因此, n
-
1
2 Sn (�0 )渐近等价于 n

-
1
2 #

i

%i = : I7 + I8, 其中

� � %i =
I( Yi ∃ f ( �0, X i ) )

G (f ( �0, X i ) )
-

1
2

� f ( �0, X i )

+
1
2 −

,

0

q ( t)
p ( t )

dI ( Yi ! t, �i = 0) - I ( Yi ∃ t) d∀G ( t) .
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在给定 X i的条件下, EI7 = 0,

� � V arI7 = V ar I( Yi ∃ f ( �0, X i ) )

(f ( �0, X i ) )
-

1

2
) � f ( �0, X i )

= lim
n+ ,

1
n
) #

i

I ( Yi ∃ f ( �0, X i ) )

G ( f (�0, X i ) )
-

1

2

2

) � f ( �0, X i ) ) � f ( �0, X i ) ∀.

由引理 2及定理 4
[ 13]
知

E I8 =
1

2
) n

-
1
2 ) E −

,

0

q( t )
p ( t)

dN ( t) - −
,

0

q ( t)
p ( t)

d −
t

0
Y( s )d∀G ( s) = 0,

Cov( I7, I8 ) =
1

n
) E ( I7 ) I∀8 ) =

1

n
) E 1

2 −
,

0

I7q ( t)∀
p ( t)

dM ( t) = 0,

� � V arI8 =
1

4n
) V ar −

,

0

q( t )
p ( t)

dM ( t) =
1

4n
) E −

,

0

q( t)
p ( t)

dM ( t)) −
,

0

q( t) ∀
p ( t )

dM ( t)

=
1
4n
) E 0 −

,

0

q ( t)
p ( t)

dM ( t) 1 =
1
4
) −

,

0

q( t) q( t) ∀
p ( t)

d∀G ( t).

从而, 依据多元中心极限定理, n
- 1
2 Sn (�0 )渐近于正态分布 N ( 0, ! ),其中

� � ! = lim
n+ ,

1

n
) #

i

I ( Yi ∃ f ( �0, X i ) )

G (f ( �0, X i ) )
-

1
2

2

) � f ( �0, X i ) ) � f ( �0, X i )∀

+
1

4
) −

,

0

q( t)q ( t) ∀
p ( t)

d∀G ( t ).

定理 3证毕.
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