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[摘要 ] � 利用双轴向列相液晶的弹性能公式,研究在外场中双轴向列相液晶的周期性形变.利用数值计算得

到外场阈值与系统弹性系数间的关系.并得到发生周期性形变的系统弹性系数间所满足的解析关系.结果表明

在给定的 Saupe弹性系数 C 2
bc /K ba, K cc /K ba下,发生周期性形变的 K bb /K ba值必须小于某一临界值 kc.当 C 2

b c /K ba

值增加, kc值增加,当K cc /K ba减少, kc增加. 这里K bb、K cc分别为指向矢 a、c绕 b, a、b绕 c的扭曲弹性系数, K ba是

a展曲、b弯曲的耦合系数, Cb c是 b、c弯曲的耦合弹性系数.
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Abstract: The e lastic theo ry of biax ia l nem atics w as used to study the period ic distortion in an externa l

field. Num erical resu lts o f thresho ld fie ld a re ob tained for g iven elastic constants, and an analytic re lation

am ong e lastic constants fo r the sy stem w he re a periodic d istortion can ocurr is der ived. Resu lts show tha t

for these system s, at g iven values o f Saupe� s e lastic constants C2
bc /K ba, K cc /K ba, Kbb /K ba must be sm a ller

than a cr itica l va lue kc. W hen C2
bc /K ba increases, kc increases, w hen K cc /K ba decreases, kc increases.

H ere, K bb, K cc are the tw ist e lastic constants of d irectors a, c around b, a, b around c respectively. K ba

is coupled constant of a sp lay, b bend. Cb c is a coupled elastic te rm for b, c bend.
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0� 引言

单轴向列相液晶在外场中可发生静态展曲 Freder icks转变
[ 1]
.考虑在两平行板间的液晶,上下表面指

向矢水平锚泊,在垂直于表面的方向 ( z方向 )加一外场.当外场强度增加且超过某一临界值,指向矢偏离

xy平面,产生 Freedericksz转变.由于其夹角与 x、y无关, 此形变被称为均匀形变.理论计算和实验
[ 2�5]
表

明,当弹性系数满足一定条件时,系统不产生均匀形变, 而进入周期性形变. 在此形变中, 指向矢的极角和

方位角沿表面某一方向周期性变化. Lonberg等
[ 2]
指出此形变的产生是由于扭曲弹性系数与展曲弹性系

数比 K 22 /K 11较小 (K 22 /K 11 < 0�303).当展曲形变发生时,由于展曲形变能较大,指向矢绕 z轴发生扭曲形

变,形成沿水平方向某一轴的周期性形变.自从 Saupe
[ 6 ]
等在溶致液晶中发现双轴相液晶以来, 人们一直

在寻找和研究双轴相液晶的性质.实验发现
[ 7 ]
, 与单轴相相同, 在外场中双轴相可出现动态周期性形变.

理论推导表明
[ 7]
双轴相指向矢所满足的动力学方程与单轴相相同.文献 [ 2 - 5] 指出在单轴相中,静态周

期性形变与液晶的弹性系数有关.本文将上述单轴相静态形变推广到双轴相中, 讨论形变产生的条件与液

晶弹性系数间的关系.计算结果表明在由 Landau理论导出的双轴相弹性系数下,发生周期性形变的条件
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与单轴相完全相同. 在由 Saupe理论给出的弹性系数下,周期性形变与弹性系数K bb /K ba、C
2
bc /K ba、K cc /K ba有

关,其中 K bb是双轴相指向矢 a、c绕 b的扭曲弹性系数, K cc是 a、b绕 c的扭曲弹性系数, K ba是 a展曲、b弯

曲的耦合系数, Cbc是 b、c弯曲的耦合系数.

1� 理论推导

考虑如图 1所示的液晶盒. 双轴向列相液晶指向矢在上下平板表面取向如图, 分别由 a0、b0、c0 (即易

取向轴 ) 表示.取坐标系 x = a0, y = b0, z = c0.当沿 z轴加上外场后,指向矢 a、b、c的取向可由图 2中方位

角 �、极角 �表示:

a = a0 cos � co s � + b0 cos � sin � + c0 sin �,

b = - a0 sin � + b0 cos �,

c = - a0 sin � co s � - b0 sin � sin �+ c0 cos �.

( 1)

为明确起见,假设 a为双轴向列相液晶主要优先取向, b为次优先取向. 当双轴性减弱并消失,系统就

进入沿 a的单轴相.

Saupe给出双轴向列相液晶弹性自由能密度为
[ 6]
:

� � � � � f = !
a

1
2
{K aa [ c∀ ( a∀  b) ]

2
+ K ab [ b∀ ( a∀  a) ]

2
+ K ac [ c∀ ( a∀  a ) ]

2

+ 2Cab (a #  # a )∀ (b #  # b) }, ( 2)

其中对 a求和是对 a、b、c进行 3次循环置换. K aa、K bb、K cc项分别为 b和 c绕 a、c和 a绕 b、a和 b绕 c的扭

曲形变, K ab、K bc、K ca、Ka c、K ba、K cb项对应 6个简单形变模式
[ 8]
.

在外场 H中液晶自由能密度为 Fm = - ∃M ∀ dH
[ 1 ]
,利用在指向矢坐标系中磁化强度M =  aaH aa +

 bbH bb +  ccH c c,和 ( 1)式指向矢 a、b、c的取向可得在小角度近似下 ( �、� ! 1)液晶与外场的相互作用能体

密度为 - ! H
2
�

2
/2,其中 ! =  aa -  cc为磁化率各向异性.

将 ( 1)式代入 ( 2) 式,并利用小角度近似,可得液晶体弹性能密度为

f =
1

2
K bb�

2
y +

1

2
K cc�

2
z +

1

2
K ca �

2
z +

1

2
K ba �

2
y + Cbc�y �z -

1

2
! H

2
�

2
. ( 3)

利用变分原理,可得在平衡态下体弹性能密度 f ( �, �, �y, �y, �z, �z ) 所满足的欧拉 - 拉格朗日方程为:

K bb�yy + K ca �zz + Cbc�yz + ! H
2
�= 0,

K ba �yy + Cbc�zy + K cc�zz = 0. ( 4)

将 ( 4)式无量纲化, 令 ∀ = y /d, #= z /d, kbb = K bb /K ca, kba = K ba /K ca, kcc = K cc /K ca, cbc = Cbc /K ca, h
2
=

! H
2
d

2
/K ca,得

�##+ kbb �∀∀ + cbc�∀#+ h
2
�= 0,

kcc�##+ kba �∀∀ + cbc�#∀ = 0. ( 5)
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由于 a为双轴相主要优先取向,在周期性形变中, �、�随 ∀方向周期性变化. 令

�= f(#) cos( p∀), � = g (#) s in( p∀),

代入 ( 5)式,有

f%+ cbcpg&- kbbp
2
f + h

2
f = 0,

kccg%- cbcpf&- kbap
2
g = 0. ( 6)

设试探解为 f = A 1 ch( q1#) + A 2 cos( q2 #), g = A 1B1 sh( q1 #) + A 2B2 sin( q2 #),将其代入 ( 6)式,考虑到

在边界上 �| #= ∋ 1 = 0, � | #= ∋ 1 = 0, 得到 q1、q2和 h
2
所满足的方程为:

kccq
4
1 + ( h

2
kcc - kbap

2
- kbbkccp

2
+ c

2
bc p

2
) q

2
1 + kbakbbp

4
- h

2
kbap

2
= 0,

kcc q
4
2 + ( kbbkccp

2
+ kbap

2
- h

2
kcc - p

2
c

2
bc ) q

2
2 + kbbkbap

4
- h

2
kbap

2
= 0,

-
q1 ( kbap

2
+ kcc q

2
2 )

q2 ( kbap
2
- kcc q

2
1 )

=
tan( q2 )

th( q1 ),
( 7)

由此可解出 h
2
随波数 p、弹性系数 kbb、kba、kcc、cbc的变化函数.

2� 结果与讨论

式 ( 7)表明 h
2
为波数 p、弹性系数 kbb、kba、kcc、cbc的函数.在 Saupe理论中,这 4个弹性系数彼此独立.

为简化问题的讨论,本文考虑利用 Landau理论所得出的弹性系数公式
[ 8]
:

K bb = 2L1 / (2L1 + L2 ),

K ba =
3S - P

3S + P

2

,

Cbc =
L2

2L1 + L 2

3S - P
3S + P

,

K cc =
L 2

2L1 + L2

3S - P
3S + P

2

, ( 8)

其中 L1、L 2为 Landau理论中所用的两独立系数, S、P为单、双轴相序参数.根据 (8)式, 令 kbb ( k,有 c
2
bc =

( 1 - k ) kba, kcc = kkba. 将此代入 ( 7)式, 得到 h
2
为 k和 p的函数,与单轴相所得公式完全相同

[ 2]
.

由于在一般情况下,弹性系数 kbb、kba、kcc、cbc应彼此独立, 本文将 Landau理论所得的弹性系数做一推

广, 即假设 c
2
bc = ( 1- k ) kba ∃1, kcc = kkba ∃2.将其代入 (7)式,推导表明外场 h

2
与 kba无关, 是 k、∃1、∃2、p的

函数.

图 3为在给定 k和参数 ∃1 = ∃2 = 1情况下, h
2
( p )

的函数曲线.图中 k = 0�29所对应的曲线在 p ( p0 =

0�5处有一极小值. 此极小值对应的外场 h
2
m in (由此可

求出H m in )即为发生周期性形变的外场阈值 h
2
p .随着 k

的增加, h
2
m in所在处 p0值减少, 当 k等于临界值 kc )

0�30, p 0 = 0,这对应均匀形变, 此时相变阈值 h
2
p = h

2
F,

即 Freedericksz转变阈值.当 k > kc时, 增加外场并不

能使系统进入周期性形变, 这表明周期性形变的产生

与弹性系数取值有关. 根据文献 [ 8] , 弹性系数 K bb为

指向矢 c和 a绕 b的扭曲弹性系数, K ca为 c弯曲、a展

曲弹性系数.当K ca > 3�33K bb,即K ca远大于K bb, a展曲

能太大,指向矢 a、c转而绕 b扭曲而产生周期性形变.

图 4给出在不同的 ∃1值下, kcc /kba随临界值 kc的变化.由文献 [ 8] , K cc为指向矢 a、b绕 c的扭曲形变

系数. 由于周期性形变是因指向矢 a逃逸展曲, c逃逸弯曲,进入扭曲 (包括 a、c绕 b扭曲和 a、b绕 c扭曲 )

所产生的,当增加 kc值, 即K bb增加, a、c绕 b扭曲弹性能增加, 这时需要降低K cc值,即降低 a、b绕 c扭曲弹

性能, 才可产生周期性形变.
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图 5给出在不同的 ∃2值下, c
2
bc /kba随临界值 kc的变化.由文献 [ 7], Cbc为指向矢 b和 c弯曲形变的耦

合系数.由于在外场中, a发生展曲,随之有 b和 c弯曲的耦合,因此 C bc增加, 使得由 a展曲产生的 b和 c弯

曲形变耦合的弹性能增加,这时系统要逃逸至周期性形变. Cbc值越大, 产生周期性形变的临界值 kc就相应

的提高.

3� 结语

在单轴相,由于弯曲弹性系数与展曲弹性系数的比值 (K 11 /K 22 )较大, 系统在外场中可发生周期性形

变.在双轴相,产生周期性形变的条件亦与弹性系数有关. 在 Landau理论给出的双轴相弹性系数下, 双轴

相发生周期性形变的条件与单轴相完全相同, 即出现周期性形变的弹性系数临界值 (K bb /K ca ) c ( kc )

0�30.当 k < kc系统出现周期性形变.在一般情况下,本文数值计算了周期性形变弹性系数临界值 kc与其

余弹性系数 c
2

bc /kba和 kcc /kba间的关系.计算表明当 kcc /kba增加, kc减小,即系统必须在较小的 k值 ( k < kc )

下,才可出现周期性形变. 当 c
2
bc /kba增加, kc也增加,这表明系统可在较大的 k值或较大的范围内 ( k < kc )

即可出现周期性形变.
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