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[摘要 ] � 就 B ethue,l B rezis和 H ele in提出的问题讨论了 Planar Ferrom agn ets and An tiferrom agnets泛函在H =

{ u ( x ) = ( s in f ( r)
x

| x |
, cos f ( r) ) � H 1 (B 1, S

2 ); f ( 0) = 0, f ( 1) =
�
2
, r = | x | }中的径向极小元的一些性

质,其中包括此泛函的径向极小元的零点的分布及若干个上界估计,并给出了这一问题的肯定回答.
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Abstract: For the rad ia l m inim izer of the P lanar Ferrom agnets and Antiferrom agnets functional inH =

{u( x ) = ( sin f( r )
x

| x |
, cos f( r ) ) � H 1 (B 1, S

2 ); f ( 0) = 0, f ( 1) =
�
2
, r = | x | } , inc luding d istri�

bution o f zero and som e uppe r estima tion. The author stud ied partly an open problem w hich was intro�

duced by Be thue ,l Brezis and H e le in.
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0� 引言

记 B r为 R
2
中以原点为心, r为半径的圆, S

1
= {x: x � R

3
, x

3
= 0, ( x

1
)
2
+ ( x

2
)
2
= 1}, S

2
= {x: x �

R
3
, (x

1
)
2
+ ( x

2
)
2
+ ( x

3
)
2
= 1}, g: �B1 ! S

1  R
3
为光滑函数且满足 deg( g, �B 1 ) = d ∀ 0. 关于泛函

E� (u, B 1 ) =
1
2 #

B1

| !u |
2
dx +

1

2�
2 #
B1

( u
3
)
2
dx ( 1)

于 H
1
g (B 1, S

2
) = { v � H

1
(B1, S

2
); v | �B

1
= g }中极小元当 �! 0时的渐近性质,已有较系统的研究

[ 1- 3]
.该

研究表明:这一极小元是存在的. 本文考虑此泛函在 H = { u( x ) = ( sin f ( r)
x

| x |
, cos f ( r) ) � H

1
( B1,

S
2
); f (0) = 0, f ( 1) =

�
2
, r = | x | }中的极小元 u� = ( u

1
�, u

2
�, u

3
� ) = ( u

∃
�, u

3
�)的一些性质,并称这一极

小元为径向极小元.我们关心的是:当 �! 0时,对任何  > 0,

A� = #
B1

( 1 - | u
∃
� | )

 
| ! u

∃
� |

2
dx,

B � = #
B1

( 1 - | u
∃
� | )

 
| u

∃
� |

 
| !

u
∃
�

| u
∃
� |

|
2
dx,
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C� = #
B1

| de t( ! u
∃
� ) | dx,

关于 �是否有一致的上界估计. 这是 [ 2]中所研究泛函的问题 7. 本文利用文 [ 4]的方法, 针对径向极小元

u�,给出这一问题的部分回答, 具体地说,将证明下面的 3个定理:

定理 1� 设 u�是 E� ( u, B1 ) 的径向极小元, 则对任意  > 0,存在不依赖于 �的正常数 C,使当 �! 0

时, A� % C.

定理 2� 设 u�是 E� ( u, B1 ) 的径向极小元, 则对任意  > 1,存在不依赖于 �的正常数 C,使当 �! 0

时, B� % C.

定理 3� 设 u�是 E� ( u, B1 ) 的径向极小元, 则对任意  > 0,存在不依赖于 �的正常数 C,使当 �! 0

时, C� % C.

1� 预备知识

利用变分法,不难得到

引理 1� 设 u�是泛函 E� ( u, B1 ) 的径向极小元, 则 u� � H
1
(B1, S

2
)满足

- !u = ( | ! u |
2
+

( u
3
)
2

�
2 ) u -

u
3

�
2 e3, ( 2)

其中 e3 = ( 0, 0, 1).

引理 2� 设 u�是 E� ( u, B1 ) 的径向极小元, 则存在与 �无关的正常数 C,使得

E�( u, B 1 ) % � | ln� | + C.

证明 � 记 I( �, R ) = m in #
BR

[
1
2

| ! u |
2
+

1

2�
2 ( u

3
)
2
] dx, � u� � H

1
(BR , S

2
),

� � � � � � � � I( �, 1) = E �( u�, B 1 ) =
1
2 #

B1

| !u� |
2
dx +

1

2�
2 #
B1

( u�
3
)
2
dx

=
1

2 #
B�- 1

| ! u� |
2
dy +

1

2 #
B�- 1

( u�
3
)
2
dy = I ( 1, �

- 1
),

设 u1是 I (1, 1)的解,令

u2 = u1, � x � B 1. � u2 =
x

| x |
, � x � B�- 1 \B1.

由于 u�是极小元,我们有 E� ( u�, B1 ) % E� ( u2, B1 ). 于是

� � � � � � � � I( 1, �
- 1

) % 1

2 #
B�- 1

| ! u2 |
2
dx +

1

2 #
B�- 1

( u2
3
)
2
dx

=
1

2 #
B1

| !u1 |
2
dx +

1

2 #
B�- 1 \B 1

| ! x

| x |
|
2
dx +

1

2 #
B1

( u1
3
)
2
dx

= I (1, 1) +
1
2 #

B�- 1 \B
1

| ! x
| x |

|
2
dx = I ( 1, 1) + �#

- 1

�

1
r
dr

= I (1, 1) + � ln 1
�

% � | ln� |+ C.

将这一结果代入 I (�, 1) = I( 1, �
- 1

)中,便得到 E�( u, B 1 ) % � | ln� | + C.

引理 3� 设 � = �k是趋于 0的序列, u�是 E �( u, B1 )的径向极小元, 则存在不依赖于 �� ( 0, 1)的正

常数 C及自然数 k0, 使得当 k > k0时, 便有

1

�
2
k
#

B1

( u
3
)
2
dx % C. ( 3)

证明 � 记 V( �) = in f{E �( u, B1 ), u � H
1
(B 1, S

2
) }, 对给定的 u � H

1
,映射 �! E� ( u, B 1 )是不增的,

且 |
�
��
E� ( u, B1 ) | =

1

�
3 #
B1

(u
3
)
2
dx.对泛函 E� ( u, B1 )的极小元 u = u�, 由 V( �+ !) % E�+ ! ( u, B1 ) % E� ( u,
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B1 ) = V( �)得:

1

�
3 #
B1

( u
3
)
2
dx = lim

!! 0

E� ( u, B1 ) - E�+ ! ( u, B 1 )

∀
% lim

!! 0

V (�) - V(�+ !)
∀

= | V∃( �) |.

断言 � 存在 �k的一子列仍记为 �k本身, 使当 �k ! 0时, | �V∃( �) | % 2�. 将这一结果代入上式,便

得引理 3的结论.

下用反证法证明上述断言:假设存在 �0 > 0,使当 0 < �< �0时, | V∃( �) | >
2�
�
. 从 �到 �0积分,得

V( �) & #
�
0

�
| V∃( �) | d�- C > 2� | ln� |- C.

当 �适当小时,与引理 2矛盾.

由 [ 1]中定理 3. 1易知:

引理 4� 设 u�是 E� ( u, B 1 )的径向极小元, 则存在 �* > 0,使得对任意 0 < �< �* ,都有不依赖于 �

的 C1 > 0,使得

| ! u� (x ) | %
C1

�
. ( 4)

引理 5� 设 u�是 E� ( u, B1 ) 的径向极小元, 则存在不依赖于 �� (0, 1) 的正常数 #, ∃,使得如果

1

�
2 #
B1∋B 2l�

( u
3
� )

2
dx % ∃, ( 5)

其中 B 2l�是某个以 2l�为半径的圆盘, l > #, 那么

| u
∃
�( x ) | & 1

2
, ∀x � B 1 ∋ B l�. ( 6)

证明 � 存在与 �无关的常数 C 2 > 0,使对任何 x � B 1,都有 | B 1 ∋ B ( x, r) | & C2 r
2
,取 # =

1
4C 1

, ∃=

C2

16
#

2
,其中 C1是引理 4中的常数.

(反证法 )假设存在 x0 � B 1 ∋ B l�使得 | u� ( x0 ) | <
1

2
,则 ∀ x � B ( x0, #�), 由引理 4得

� � � � � � � � | u
∃
� ( x ) - u

∃
� (x 0 ) | % C1�

- 1
| x - x0 | % C1�

- 1
( #�) = C 1# =

1
4

# | u
∃
�( x ) | % | u

∃
�( x0 ) | +

1

4
<

1

2
+

1

4
=

3

4

# ( u�
3
)
2
= 1 - ( u

∃
� )

2
>

1
16
, � ∀ x � B ( x0, #�)

故有 #
B1∋ B( x

0
, #�)

( u�
3
)
2
dx >

1

16
| B1 ∋ B ( x0, #�) | & C2

1

16
( #�)

2
= ∃�

2
,

因 x0 � B1 ∋ B l�# (B 1 ∋ B ( x0, #�) )  (B1 ∋ B 2l� ),

故 1

�
2 #
B1∋B 2l�

( u�
3
)
2
dx > ∃, 与 ( 5)式矛盾.

所以 | u
∃
�( x ) | & 1

2
.

定义 � 设 u�是 E� ( u, B1 )的径向极小元, #, ∃是引理 5中的常数, 若

1

�
2 #
B1∋ B (x �, 2#�)

( u�
3
)
2
dx % ∃, ( 7)

则称 B ( x
�
, #�)为好圆盘,否则,称 B (x

�
, #�)为坏圆盘.

设 {B ( xi

�
, #�); i � I }是一簇满足如下条件的坏圆盘:

( i) x i

� � B 1, i � I� ( ii) B1  (
i� I

B ( xi

�
, #�) � ( iii) B ( xi

�
,
#
4
�) ∋ B ( x

�
j ,
#
4
�) = �, i ∀ j ( 8)

 17 

齐龙兴, 等:关于 P lanar Fe rrom agnets and Antiferrom agne ts泛函的径向极小元的注记



记 J� = { i � I; B ( x
�
i , #�)是坏圆盘 }.

引理 6� 存在自然数 N,使得坏圆盘的个数 Card J� % N.

证明 � 事实上, ( 8)蕴涵 B1中每个点都只被有限个圆盘覆盖, 不妨设为 m个, (m与 �无关 ),由 ( 3)

和坏圆盘的定义可推出

� � � � � � ∃�2 Ca rd J� % )
i� J �

#
B1∋B ( x�i, 2#�)

( u�
3
)
2
dx % m #

(
i� J�

B 1∋B (x i
�, 2#�)

( u
3
�)

2
dx

% m #
B1

( u�
3
)
2
dx % mC�

2 # Card J� % mC

∃
% N.

类似于 [ 2]中定理的讨论,也可证得

引理 7� 存在 J  J�以及常数 h & #,使得

(
i� J �

B ( x
�
i , #�)  (

i� J
B ( x

�
j, h�), � | x i

�
- x

�
j | > 8h�, i, j � J, i ∀ j.

利用引理 7可以修改这簇坏圆盘,使得修改后的坏圆盘集合 {B ( x
�
i, h�); i � J }满足

( i� J�
B ( x

�
i , #�)  ( i� JB (x

�
j , h�), Ca rd J % Card J�, | x

�
i - x

�
j | > 8h�, i, j � J, ~ i ∀ j.

这蕴含新一簇坏圆盘中的任何两个均不相交.

引理 8� 设 u�是 E� ( u, B1 ) 的径向极小元, 则存在不依赖于 �� (0, 1) 的正常数 h,使得

Z� = {x � B 1; | u
∃
�( x ) | <

1
2
}  Bh�.

证明 � (反证法 )假设存在一点 x0 � Z�,但 x0 ∃ Bh�,则 S0 = {x � B1; | x | = | x0 | }上的点都满足

| u
∃
� (x ) | <

1

2
.由引理 5和 ( 8)可知, S0上所有的点都含在坏圆盘中.另一方面,由于 | x0 |& h�.所以 S0不

可能只被一个坏圆盘覆盖.因此 S0必须含在至少两个互不相交的坏圆盘中. 但这是不可能的. 故结论成

立.这蕴含零点都含在 Bh�中.

2� 定理的证明

命题 1� 设 R � (
1
3
,

1
2
),则存在不依赖于 �的常数 C > 0,使得当 �适当小时,

#
BR \B

h�

! x

| x |

2

dx & 2� | ln� | - C. ( 9)

证明 � 化极坐标,得

#
BR \Bh�

! x
| x |

2

dx & 2� #
R

h�

1
r
dr & 2� | ln� | - C.

命题 2� 对任意  > 0,有绝对常数 C > 0,使得

#
BR \B

h�

( 1 - sinf )
 
! x

| x |

2

dx % C.

证明 � 对 ∀  > 0, 取 q =
1

 
,利用 (3)式可导出

� � #
BR \Bh�

( 1 - sinf )
 

! x

| x |

2

dx % C #
R

h�
(1 - sinf )

 1

r
dr

% C
1

�
2 #

1

0
( 1 - sin

2
f )

q 
rdr

1
q

�
2
q #

R

h�
r
q+ 1
1- q dr

1-
1
q

% C�
2
q ( �

2
1- q

- C (R ) )
1- 1

q % C�
2
q �

- 2
q = C,

其中
1

�
2 #

1

0
(1 - sin

2
f )

q 
rdr % 1

�
2 #

1

0
( cos

2
f ) rdr % C.

命题 3� 存在绝对常数 C > 0,使得
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#
B1

cos
2
f | ! f |

2
dx + #

Bh �

sin
2
f ! x

| x |

2

dx + #
B1 \BR

sin
2
f ! x

| x |

2

dx % C.

证明 � 由引理 2可得

#
B1

| ! u
∃
� |

2
dx % 2� | ln� |+ C,

又因为 ! u
∃
� = ! ( sin f

x
| x |

) = ! ( sin f )
x

| x |
+ sin f! x

| x |
= cos f! f

x
| x |

+ sin f! x
| x |

,

所以

#
B1

cos
2
f | ! f |

2
dx + #

Bh �

sin
2
f | ! x

| x |
|
2
dx + #

B1 \Bh�

sin
2
f | ! x

| x |
|
2
dx % 2� | ln� | + C,

上式减去 (9) 式,得

#
B1

cos
2
f | ! f |

2
dx + #

Bh�

sin
2
f ! x

| x |

2

dx + #
B1 \BR

sin
2
f ! x

| x |

2

dx - #
BR \Bh�

( 1 - sin
2
f ) ! x

| x |

2

dx % C,

再由命题 2得 #
BR \Bh�

( 1 - sin
2
f ) ! x

| x |

2

dx % C,代入上式,得

#
B1

cos
2
f | ! f |

2
dx + #

Bh�

sin
2
f ! x

| x |

2

dx + #
B1 \B

R

s in
2
f ! x

| x |

2

dx % C.

定理 1的证明 � 由命题 3得

#
(B1\BR )( B h�

( 1 - | u
∃
� | )

 
| ! u

∃
� |

2
dx = #

( B1 \BR ) ( Bh�

(1 - sinf )
 
| ! ( sinf x

| x |
) |

2
dx

% #
( B1\BR )( B h�

| ! ( sinf )
x

| x |
+ sinf! x

| x |
|
2
dx

% C #
(B1 \BR ) ( Bh�

( co s
2
f | ! f |

2
+ sin

2
f ! x

| x |

2

) dx

% C ( #
B1

co s
2
f | ! f |

2
dx + #

Bh�

sin
2
f ! x

| x |

2

dx + #
B1 \BR

sin
2
f ! x

| x |

2

dx )

% C.

又由命题 2和命题 3得

#
BR \Bh�

( 1 - | u
∃
� | )

 
| ! u

∃
� |

2
dx = #

BR \Bh�

( 1 - sin f )
 
! ( sin f

x
| x |

)
2

dx

% C ( #
BR \B h�

cos
2
f | ! f |

2
dx + #

BR \Bh�

(1 - sin f )
 

! x

| x |

2

dx )

% C.

两式相加即得

A� = #
B1

( 1 - | u
∃
� | )

 
| ! u

∃
� |

2
dx % C.

定理 2的证明

� � B� = #
B1

(1 - | u
∃
� | )

 
| u

∃
� |

 
!

u
∃
�

| u
∃
� |

2

dx = #
B1

( 1 - sin f )
 
sin

 
f ! x

| x |

2

dx

% #
B1

(1 - sin
2
f )

 
sin

 
f ! x

| x |

2

dx = #
B1

cos
2 

f sin
 
f ! x

| x |

2

dx

= 2�#
1

0

cos
2 

f sin
 
f

1

r
dr = C #

∀

0

co s
2 
f sin

 
f
1

r
dr + #

1

∀
cos

2 
f sin

 
f
1

r
dr

% C #
∀

0

cos
2 
ff
 1

r
dr + C ( ∀).

由中值定理可得,
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� � B� % C #
∀

0

( co s
2 
f | ! f |

 
r
 
2
)
2
dr

1
2

#
∀

0

( r
 
2
- 1

)
2
dr

1
2

+ C

% C [ #
∀

0

( co s
4
f | ! f |

2
r )

 
dr]

1
2 #

∀

0

r
 - 2

dr

1
2

+ C

% C #
∀

0
( co s

2
f | ! f |

2
r )

 
dr

1
2

(
1

 - 1
r
 - 1

|
∀

0
)

% C #B∀cos
2
f | ! f |

2
dx (

1

 - 1
∀
 - 1

) � � (当  > 1时 )

% C #
B1

cos
2
f | ! f |

2
dx % C. � � (由命题 3得 )

定理 3的证明

� � de t( ! u
∃
� ) =

sin f
x1

| x | x
1

sin f
x2

| x | x
1

sin f
x1

| x | x
2

sin f
x2

| x | x
2

=

co s f fx1
x1

| x |
+ sin f

x
2

2

| x |
3 cos f fx 1

x2

| x |
- sin f

x1x2

| x |
3

co s f fx2
x1

| x |
- sin f

x 1 x2

| x |
3 cos f fx 2

x2

| x |
+ sin f

x1
2

| x |
3

= cos f sin f ! f
x

| x |
2

# C� = #
B1

| cos f | | sin f | | ! f |
1

| x |
dx % #

B1

| cos f | | ! f |
f

r
dx.

因 cos f ( 0) = co s 0 = 1, cos f在 0点附近连续,所以 % ∀> 0,使得当 r � ( 0, ∀)时,

� � | cos f ( r ) - cos f ( 0) | % 1
2

! co s f ( r) & cos f ( 0) -
1
2

=
1
2
,

# cos
2
f ( r) & 1

2
cos f ( r ),

# cos f ( r) % 2cos
2
f ( r ).

此时有

� � C� % #
B1\B ∀

| cos f | | ! f |
f
r
dx + C #

B∀

cos
2
f | ! f |

2
dx

% C + C #
B1

cos
2
f | ! f |

2
dx % C. � (由命题 3得. )
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