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[摘要 ] � 正规变化重尾分布的尾部指数的估计方法有很多种,但都不同程度地存在一定的局限性.为此, C rov�

el la提出了一种从标度特征方面来估计尾部指数的方法,该方法易于应用,估计结果也比较准确.本文在阐述了

该估计方法的具体步骤后,给出了相应的估计量,并证明了该估计量具有强相合性.
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Abstract: The estim ation o f ta il index fo r regular va riation heavy�ta iled distributions aroused ou r concern,

m any scho lars proposed several m ethods, but all of them have som e disadvantages. C rove lla presented a

new m ethod based on the scaling properties of sum s o f heavy�ta iled random variab les. It has the advantages

o f being easy to app ly, and o f be ing re la tive ly accurate. In th is paper, the estim ation presented by C rove lla

is desc ribed, and tha t the Crove lla estim ato r has strong consistency is proved.
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0� 引言

无论对于极值理论,还是对于金融和保险理论,分布函数的尾部性质都具有重要意义. 大量实证研究

指出, 金融时间序列的实际分布在许多情况下都是重尾分布. 在重尾分布中有一类称为正规变化重尾分

布,其尾部性质依赖于其尾部的指数 �. 在研究这类分布的重尾性时, 对尾部指数 �的估计是相当重要的.

对于尾部指数的估计,早在 1975年, H ill就基于极大似然估计构造了著名的 H ill估计
[ 1]

,这种估计的

表现形式比较简单,但是一个重大的缺陷就是尾部指数的估计依赖于临界值的正确选取, 然而 H ill并没有

给出临界值的选取方法.为了解决这个临界值的选取问题, 许多学者提出了各种方法, 其中最引人注意的

是 H a ll在 1990年提出的试算法 ( boo tstrap)
[ 2]

, 这种算法的基本思想是: 求使 1 /�̂渐近均方误差最小的

点,以此作为临界值估计 �.但是, 这种试算法误差较大. 为了克服 H all试算法的缺陷, D an ie lsson提出了

改进的试算法,称之为二次子样试算法.除此之外, Ronald由广义最小二乘法得出对传统 H ill估计的一种

修正加权方法
[ 3]

, 文献 [ 4]、[ 5] 则在不同条件上提出了修正的 H ill估计模型.

为了避免传统的尾部指数估计方法存在的局限, C rovella从标度特征方面出发, 提出了一种形式简

单,且结果也比 H il l估计更精确的估计方法
[ 6 ]

.本文将对这种估计方法,给出具体的估计量表达形式,并证
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明该估计量具有强相合性.

1� Crovella估计

定义 1� 称随机变量 X 的分布为正规变化重尾分布,若 x  !时

P (X > x ) ~ cx
- �

, 0 < �< 2,

其中 �, c均是正常数. ∀ ~ #表示当 x  !时,
P (X > x )

cx
- �  1.

这种分布的方差不存在.本文考虑它的特殊情形,即对充分大的 x有

P (X > x ) = cx
- �

, 0 < �< 2. ( 1)

定义 2� 称一个分布 ��是稳定分布,若满足

s
1 /�

X 1 + t
1 /�

X 2 =
d

( s + t)
1 /�

X, ( 2)

其中 s, t都是非负实数, X, X 1, X 2具有分布 ��,且 X 1, X 2独立.记号 ∀ =
d

#表示前后同分布.

方程 ( 2)也可以表示为

∃ n
=
d

n
1 /�

X, ( 3)

其中符号∃ n
表示与 X 同分布的 n个独立随机变量之和,方程 ( 3) 表示稳定的独立同分布的随机变量和

的尾部指数是不变的.

假设 {X i }是一列独立同分布的随机变量,其共同分布是稳定的重尾分布 ��( 0 < �< 2), 即 X i的分

布满足 ( 1)、( 2) 两式.对正整数 m, 令 X
(m )

i = ∃
im

j= ( i- 1)m+ 1
X j,以 X

(m )
作为 X

(m )

i 的代表,对充分大的 x有

P (X
( m)

> x ) = P (m
1
�X > x ) = P (X > m

-
1
�x ) = cm x

- �
,

lnP (X
( m)

> x ) = lnc + lnm - �lnx,

对两个不相等的正整数 m 1, m 2 (m1 < m 2 ), 则有

lnP (X
(m 1)

> x ) = lnc + lnm1 - �lnx, ( 4)

lnP (X
(m 2)

> x ) = lnc + lnm2 - �lnx, ( 5)

lnP (X
( m2)

> x ) = lnc + lnm 1 - �ln
m 1

m 2

1
�

x , ( 6)

以 lnx为横坐标, lnP (X
(m )

> x ) 为纵坐标建立平面直角坐标系, 对曲线 ( 4)上给定点 ( lnx1, lnP (X
(m1)

>

x 1 ) ), 曲线 ( 4)、( 5) 之间的垂直距离和水平距离分别为

 = lnP (X
( m

2
)

> x1 ) - lnP (X
( m

1
)

> x1 ) = ln(m 2 /m 1 ),

!= lnx2 - lnx1, ( 7)

其中 x2满足条件 P (X
( m

2
)

> x2 ) = P (X
(m

1
)

> x1 ).由方程 ( 4)、( 6),有 (m 1 /m 2 )
1
�x2 = x1, 于是

!= lnx2 - lnx1 = lnx 2 -
1
�

ln(m 1 /m2 ) - lnx2 =  /�,

�=  /!, ( 8)

尾部指数 �的 C rove lla估计是利用X
( m1)

, X
( m2)
的经验分布函数先对 !进行估计,然后由式 ( 8)得到 �的估

计,具体做法如下:

设样本数据为 X i ( i = 1, 2, %, n ), 取正整数 m 1, m 2 (m 1 < m 2, 例如 m 1 = 1, m 2 = 2) 及正整数 l ( l &

10), 记 f = m2 /m 1, 对 k = 0, 1, %, l- 1,令 X
( fk )

i = ∃
ifk

j= fk ( i- 1) + 1

X j ( i = 1, 2, %, nk ), 其中 nk = [ n /f
k

], [ x ]

表示不大于 x的最大整数. 以 Fk (x )表示X
(f k )

i 的分布函数, Fk, n ( x ) 表示相应的经验分布函数, �Fk, n (x ) =

1 - Fk, n (x ).将 X
( fk )

i 从小到大递增排列得次序统计量 X
( fk )

( i) ,为简便记号,下面均以 X
( k)

i 表示 X
(f k )

( i) .

令
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 Fk, n ( x ) =

0, x < X
( k )

1 ;

i

n
, x = X

( k )

i , i = 1, 2, %, nk - 1;

i

n
+

x - X
( k)

i

n (X
( k )

i+ 1 - X
( k)

i )
, X

( k)

i < x < X
( k)

i+1 ;

1, x ∋ X
( k )

nk
.

( 9)

�F
~

k, n ( x ) = 1-  Fk, n ( x ),以 x
( k)

0 表示满足下述条件的

实数: �Fk (x
( k)

0 ) & 0. 1, 且当 x > x
( k )

0 时, 有 �Fk (x ) =

f
k
cx

- �
. 记 p

( k)

0 = �Fk (x
( k)

0 ), p
( k)

0 & 0. 1表示只考虑右尾

至多 10% 的数据.假定 x
( k)

0 已知,在实际中可根据样本

估计 x
( k )

0 ,对每个 X
( k )

i > x
( k)

0 , 令 t
*

= m ax{ t: X
( k+ 1)

t &

X
( k)

i }, 由线性插值得两点 ( lnX
( k+ 1)

t* , ln�F k+ 1, n (X
( k+ 1)

t* ) ),

( lnX
( k+ 1)

t* + 1 , ln�F k+ 1, n (X
( k+ 1)

t* + 1 ) )连线上横坐标为 lnX
( k)

i 的点

为 ( lnX
( k)

i , ln�F
~

k+ 1, n (X
( k )

i ) ) (见图 1).

对于给定的精度 ∀( ( 0, 1), 记 I
k

=

{ i: X
( k)

i > x
( k)

0 , | ln�F
~

k+ 1, n (X
( k)

i ) - ln�Fk, n (X
( k)

i ) - lnf | &

∀lnf },对于 I
k
中的每个 i, 令 u

*
= m ax{ u: �Fk+ 1, n (X

( k+1 )

u ) & �Fk, n (X
( k)

i ) }, 由线性插值得两点 ( lnX
( k+ 1 )

u* ,

ln�F k+ 1, n (X
( k+ 1)

u* ) ), ( lnX
( k+ 1)

u* + 1 , ln�Fk+ 1, n (X
( k+1 )

u* + 1 ) )连线上纵坐标为 ln�Fk, n (X
( k)

i ) 的点为 ( lnx, ln�F
~

k+ 1, n (x ) ),

其中 x满足 �Fk, n (X
( k )

i ) = �F
~

k+ 1, n ( x ),即 x = �F
~

- 1
k+ 1, n ( �Fk, n (X

( k)

i ) ) (见图 1),这里 �F
~

- 1
k+ 1, n ( x )为 �F

~

k+ 1, n ( x ) 的反

函数.

令

!
( k)

i = lnx - lnX
( k)

i = ln( �F
~

- 1
k+ 1, n ( �Fk, n (X

( k )

i ) ) /X
( k)

i ), ( 10)

�
( k)

i = lnf /!
( k)

i , ( 11)

其中 i ( I
k
.记 a为 I

k
中下标 i的个数,取 �

( k)
的估计为

�̂
( k )

=
1
a ∃i( Ik

�
( k )

i =
1
a ∃i( Ik

[ lnf / ln( �F
~

- 1
k+ 1, n ( �Fk, n (X

( k )

i ) ) /X
( k)

i ) ], ( 12)

则 �的 C rove lla估计定义为

�̂ =
1

l ∃
l- 1

k = 0

1
a ∃i( Ik

�
( k )

i =
1

l ∃
l- 1

k = 0

1
a ∃i( Ik

[ lnf / ln( �F
~

- 1
k+ 1, n ( �Fk, n (X

( k)

i ) ) /X
( k)

i ) ] . ( 13)

2� Crovella估计的强相合性

定理 1� 设总体 X具有重尾稳定分布, �̂是尾部指数 �的 C rovel la估计,则 �̂
a. s

�� ( n  ! )

在证明定理 1之前,先证明几个引理.

引理 1
[ 7] � 设 fn ( x )是有限闭区间 D上的等度连续函数列,且在 D上处处收敛于 f ( x ),则 fn (x )在 D

上一致收敛于 f (x ).

引理 2� 设 fn (x ) 在实数集上 E一致收敛于 f (x ), fn ( x )、f ( x ) 的值域为有限闭区间 D, gn ( x ) 是 D上

的等度连续函数列,且在 D上 gn ( x )处处收敛于 g ( x ), 则 gn (f n ( x ) ) 在 E上一致收敛于 g ( f (x ) ).

证明 � 由引理 1知, gn ( x )在 D上一致收敛于 g (x ), 即对 !# > 0, 存在正整数N 1,当 n ∋N 1时,对

一切 x ( E, 都有 | gn ( f (x ) ) - g (f ( x ) ) | <
#
2

. 由等度连续的定义知,存在 !> 0, 使得只要 | x - y | <

!, x ( D, y ( D, 对一切 n, 就都有 | gn ( x ) - gn ( y ) | <
#
2

.由于 f n ( x )在 E上一致收敛于 f ( x ),故对上述
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!> 0, 存在正整数N 2, 当 n ∋N 2时, 对一切 x ( E, 都有 | fn (x ) - f ( x ) | < !, 因此, 当 n ∋N 2时,对一切

x ( E, 都有 | gn ( fn (x ) ) - gn (f ( x ) ) | <
#
2
. 取N = m ax{N 1,N 2 }, 则当 n > N时, 对一切 x ( E, 都有

| gn ( fn (x ) ) - g (f ( x ) ) | & | gn ( fn (x ) ) - gn ( f ( x ) ) | + | gn ( f (x ) ) - g ( f (x ) ) | < #, 这表明 gn ( fn ( x ) )在

E上一致收敛于 g ( f ( x ) ).证毕.

以 F (x )表示严格单调增的连续分布函数, Fn (x ) 表示相对应的经验分布函数, 记 ∃0 = { %: lim
n !

sup
x( R

| Fn (x, %) - F (x ) | = 0}, 由格列汶科定理, P (∃ 0 ) = 1,即Fn (x )以概率 1在 R上一致收敛于F ( x ),或者说,

!% ( ∃0, Fn (x )在 R上一致收敛于 F (x ).下面的引理 3及定理 1的证明中,均是对 ! % ( ∃0而言的.

 Fn (x )如 ( 9)式所定义,为简便已略去下标 k,则  Fn ( x )在 [ x( 1 ) , x( n ) ]上是严格单调增的连续函数,其

反函数也为严格单调增的连续函数, 记为 F
~

- 1
n ( x ), x ( [ 0, 1].

引理 3� F
~

- 1
n ( x ) 以概率 1一致收敛于 F

- 1
(x ).

证明 � 只须证明对 !% ( ∃ 0, F
~

- 1
n ( x ) 在 [ 0, 1]上一致收敛于 F

~
- 1

(x ) 即可.

因为对 ! % ( ∃0, Fn ( u) 在 R上一致收敛于 F ( u ), 故 !# > 0, 存在正整数N, 当 n ∋N时,对一切

u ( R,有 | Fn ( u) - F ( u ) | < #,即 F (u ) - # < Fn (u ) < F ( u) + #, 又因为 Fn (u ) & F
~

n ( u) & Fn ( u)

+
1
n

, 所以 F ( u ) - #< F
~

n ( u ) < F ( u ) + #+
1
n

. 对任给的 x ( [ 0, 1] , 令 F ( u1 ) - # = F
~

n ( u2 ) = F ( u3 )

+ #+
1
n

= x, 则 u1 = F
- 1

( x + #), u2 = F
~

- 1
n (x ), u3 = F

- 1
(x - #-

1
n

),因 u1 > u2 > u3,故有 F
- 1

( x - #

-
1
n

) < F
~

- 1

n ( x ) < F
- 1

( x+ #), 令 n  ! ,由F
~

- 1

n (x )的连续性得 F
- 1

( x- #) & lim
n !

F
~

- 1

n (x ) < F
- 1

( x + #),

再令 # 0, 则得 lim
n !

F
~

- 1
n ( x ) = F

- 1
( x ),因而 F

~
- 1
n (x )

a. s
F

-1
(x ). 证毕.

引理 4� �F
~

- 1
k+ 1, n ( �Fk, n (x ) ) /x在 ( x

( k )

0 , ! ) 上以概率 1一致收敛于 f
1
�.

证明 � 因为对 !% ( ∃ 0, Fk, n (x )在 R上一致收敛于 Fk ( x ),所以 �Fk, n ( x ) 在 R上一致收敛于 �F k ( x ),

从而 �F k, n ( x )在 ( x
( k )

0 , ! ) 上一致收敛于 �Fk ( x ).

由引理 3, 对 !x ( ( x
( k )

0 , ! ), �F
~

- 1
k+ 1, n ( x )

a. s

�F - 1
k+ 1 (x ), 又因为 �F

~
- 1
k+ 1, n (x )是 [ 0, p

( k)

0 ]上的等度连续函

数序列,由引理 2,对 x ( (x
( k)

0 , ! ),一致的有 �F
~

- 1
k+ 1, n ( �Fk, n (x ) ) /x

a. s
�F - 1

k+ 1 ( �Fk (x ) ) /x =
f
k+ 1

c

f
k
cx

- �

1
�

/x =

f
1
�.证毕.

推论 1� 对任意取值于 (x
( k)

0 , ! ) 上的随机变量序列 xn, �F
~

- 1
k+ 1, n ( �Fk, n (xn ) ) /xn

a. s
f

1
�.

证明 � 因为对 ! % ( ∃ 0, �F
~

- 1
k+ 1, n ( �Fk, n ( x ) ) /x在 ( x

( k)

0 , ! ) 上以概率 1一致收敛于 f
1
�,故 !# > 0,存

在 M > 0, 当 n ∋ M 时, 对一切 x ( (x
( k)

0 , ! ) 都有 | �F
~

- 1
k+ 1, n ( �Fk, n ( x ) ) /x - f

1
� | < #. 于是有

| �F
~

- 1
k+ 1, n ( �Fk, n ( xn ( %) ) /xn ( %) - f

1
� | < #, 这表明 �F

~
- 1
k+ 1, n ( �Fk, n (xn (% ) ) /xn (% )  f

1
�.

由 % ( ∃ 0的任意性及 P ( ∃0 ) = 1知 �F
~

- 1
k+ 1, n ( �Fk, n (xn ) ) /xn

a. s
f

1
�.证毕.

定理 1的证明 � 由推论 1知,对任意 X
( k)

i > x
( k )

0 , �F
~

- 1
k+ 1, n ( �Fk, n (X

( k)

i ) ) /X
( k)

i

a. s
f

1
�, 则

�
( k )

i =
lnf

ln( �F
~

- 1

k+1, n ( �Fk, n (X
( k )

i ) ) /X
( k )

i )

a. s lnf

ln( f
1
� )

= �,

即对任给 % ( ∃0, 及任给的 #> 0, 存在正整数N,使得当 n > N时,都有 | �
( k)

i (%) - �| < #, 即 �- #< �
( k)

i

< �+ #, 于是 a(�- #) < ∃
i( Ik

�
( k)

i (%) < a (�+ #), 所以 |
1

a ∃i( Ik

�
(k )

i (%) - � | < #, 即 | �̂
( k)

(%) - � | < #.

同理可得, |
1
l ∃

l- 1

k = 0
�̂

( k)
(% ) - � | < #, 故 �̂(% )  �. 因此, �̂

a. s

�.证毕.
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2007年国务院学位委员会体育学科

评议组扩大会议在我校召开

� � 2007年国务院学位委员会体育学科评议组扩大会议于 7月 3日在我校召开.国

务院学位委员会体育学科评议组全体成员及全国 38所高校的体育学院 (系 )的负责

人等 58人参加了本次会议,会议代表人数为历届之最. 会议开幕式由国务院学位委

员会体育学科评议组副组长黄汉升教授主持,南京师范大学党委书记沈健、江苏省教

育厅体卫艺处杨明广处长先后致欢迎辞,全国中小学教师奖励基金会副秘书长季克

异、国务院学位委员会体育学科评议组组长由麦久教授分别讲话.南京师范大学副校

长王健、研究生处负责人及全体代表参加了开幕式.

会议期间, 田麦久组长向全体代表传达了国务院学位委员会第 23次会议精神,

并部署了 2007年下半年的工作任务.

我校田雨普教授就南京师范大学体育学博士培养的情况向各位专家学者进行了

汇报, 学科评议组和与会代表对我校体科院研究生创新能力的培养给予了充分肯定,

对研究生科研的激励机制给予高度评价,对研究生培养的成果给予了一致好评.代表

们就开展研究生质量评估、改革学位授权办法、修订体育学科目录、完善中国特色的

学位制度、加强学位制度的法律法规建设、导师遴选及招生工作、研究生就业等热点

问题进行了热烈的讨论.

(体科院 )
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