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[摘要 ] � 简要介绍了近年来国内外状态脉冲微分方程的最新研究结果及其常用的研究方法和数据处理工具,

以及在生态方面的应用.相似的研究方法适用于更一般的非线性生态模型.
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Abstract: A brief introduction about advances o f sta te�dependen t d ifferen tia l equation w ith im pu ls ive is

prov ided as w e ll as its m ethods and too ls sim ulating the com plex phenomena o f the eco�m ode ls. It a lso ap�

p lies tom ore nonlinear eco�system s.
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� � 近年来,由于应用上的需要,脉冲微分方程的研究不断深入
[ 1, 2]

,脉冲微分方程的稳定性理论得到了

很好的发展,但是状态脉冲微分方程基于脉冲半动力系统的定性理论的研究还处于发展阶段.诸如如何判

断脉冲半动力系统的周期解或极限环的存在性和稳定性、不变集和吸引子的存在性以及相应的吸引域的

大小等都是十分困难的问题,目前关于这方面的理论工作还很少.

文 [ 3]研究了如下简单的状态脉冲系统

�x = - y,

�y = x, x < x1,

�x = - �x, �y = b, x = x1.

( 1)

其中 x1 > 0, b > 0, - 1  a < 1为给定常数.这是一个脉冲半动力系统.

作变换 u =
x

x1

, v =
y

x1

,如果仍记 x = u, y = v, 且
b

x1

仍用 b来表示,则系统 ( 1) 变为

�x = - y,

�y = x, x < x1,

�x = 1 - �, �y = b, x = x1.

( 2)

显然,系统 ( 2) 在没有脉冲的情况下解具有以下性质: 1.系统有惟一的平衡态 O (0, 0),且是系统的稳

定的中心; 2.任意轨道都是以 O (0, 0) 为圆心的同心圆; 3.当时间 t增加时,轨道上的动点 P (x, y ) 在轨线

上沿逆时针方向运动.根据 1 - a
2
与 b的大小, 文章用几何分析的方法得到了系统的如下特性 (符号的

具体表示可参考文 [ 3] ,以下类似 ):

当 b > 0, - 1 < a < 1时,有
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定理 1� 当 1 - a
2

< b时,系统 ( 2) 存在惟一的非平凡的阶一周期解.

定理 2� 当 1 - a
2

< b时,系统 ( 2) 不存在阶二周期解.

定理 3� 当 1 - a
2

< b时,系统 ( 2) 惟一的非平凡的阶一周期解 ! (P
+

0 , P 0 )是不稳定的.

当 b > 0, a = - 1时,有

定理 4� 当 b > 0, a = - 1时,脉冲半动力系统 ( 2)存在惟一稳定的阶一周期解;存在阶二周期解,充

满阶一周期解的周围;系统 ( 2)有马蹄形吸引子  ,其吸引域为 �U.

这篇文章无论是从研究方法还是应用背景都是关于状态脉冲微分方程在国内研究的起步, 随后文

[ 4]研究了如下可解的捕食 � 食饵脉冲系统:

�x = x ( a - by ),

�y = y ( cx - d ), x ∀ hmax,

�x = - px, �y = !, x = hmax,

x (0
+

) = x0 < hmax, y (0
+

) = y0.

( 3)

这里 a, b, c, d均为正常数, x为食饵种群数量, y为捕食者种群数量.文章得到 了系统 ( 3)存在稳定的

阶一周期解的充分条件,并利用 Lambert函数的性质得到了周期 T的具体解析表达式.类似的方法和结论

被文 [ 4]的作者推广到如下情形 (见 [ 5] ):

�x = x ( a - by ),

�y = y
∀bx

1 + bhx
- d , x ∀ hm ax,

�x = - px, �y = !, x ∀ hm ax,

x ( 0
+

) = x0 < hm ax, y ( 0
+

) = y0.

( 4)

以及更为一般的情形 (见 [ 6] ):

dx ( t)
dt

= g (x ( t) ) x ( t) - h( x ( t ), y ( t) ) y ( t) + #f 1 ( x ( t), y ( t), # ),

dy ( t)
dt

= ∃h( x ( t ), y ( t) )y ( t) - dy ( t) + #f 2 ( x ( t), y ( t), # ), x ∀ ET,

�x ( t) = - px ( t) + # I1 (x ( t), y ( t ), # ),

�y ( t) = !+ # I2 (x ( t), y ( t ), # ), � x = ET,

x ( 0
+

) = x 0 < ET, � y (0
+

) = y0.

( 5)

文 [ 6]是关于可解方程的阶段性的文章,它应用后继函数的方法结合 Lambert函数的性质,得到了系

统 ( 3)阶一阶二周期解的存在性及其阶一周期解的全局稳定性、高阶周期解的不存在性、以及阶一周期解

和阶二周期解的关系,并且利用定性的方法和流的性质得到了系统 (3)的正不变集、吸引子及其内部结构

关系, 首次完整地讨论了系统 ( 3).最后利用近似理论得到系统 ( 5)周期解的存在性.

文 [ 4- 6]对害虫的综合控制策略具有理论和应用上的参考价值, 也激发了科研工作者进一步去研究

不可解的复杂非线性生物动力系统的解析理论及其应用.文 [ 7]进行了这方面的探索, 它将系统 ( 3) 推广

到如下不可解的具有密度制约项的捕食 � 食饵系统:

�x = x ( a - rx - by ),

�y = y ( cx - d ), x < x1,

�x = - px, �y = q, x = x1.

( 6)

这里 x, y的意义同系统 ( 3).

文 [ 7]首先利用脉冲半动力系统的性质以及微分方程中著名的 Po incare�Bend ixson环域定理建立了

脉冲微分方程阶一周期解的存在性定理, 然后通过比较定理等定性分析方法, 对于不可解的非线性系统

( 6)构造 Po incare�Bendixson环域,进而证明了阶一周期解的存在性.文 [ 8]将 Po incare�Bendix son环域推

广到了更一般的情形.

不同于文 [ 4 - 8] 的工作,文 [ 9, 10]利用后继函数方法讨论了如下具有功能性反应的系统:
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�x = rx ( 1 - x ) -
axy
1 + x

,

�y =
axy
1 + x

- by, x ∀ h,

�x = - px, �y = qy + !, x = h.

( 7)

和捕食者、食饵都具有密度制约的模型

�x = x ( r1 - a11x - a12y ),

�y = y ( - r2 + a21x - a22y ), x ∀ h,

�x = - px, �y = q, x = h.

( 8)

得到了周期解的存在性以及稳定性, 并用数值模拟的方法探索了系统诸如奇怪吸引子、倍周期分支、混沌

等复杂现象.文 [ 11, 12]用类似的方法对以上模型作了一些推广, 得到相似的结论.

国外关于这方面的工作也很少, 主要是利用打耙法 ( shoot ing me thod) 对于如下脉冲的 H ybrid系

统
[ 13]

:

�x = f (x, y ),

x
+

= hj ( x
-

y- ), yr, j = 0,

0 = g ( x, y ) # g
0
(x, y ) + ∃

s

i= 1
g

i

( x, y ),

( 9)

其中

g
i
( x, y ) =

g
i-

( x, y ), yr, j < 0

g
i+

( x, y ), yr, j > 0, i = 1, %, s.

进行了研究,得到极限环的存在性并讨论了其分支现象.这里 x & R
n
为系统状态参量, y & R

m
为数值参

量, x
-
, x

+
分别表示脉冲前后的系统状态参量, yr为产生脉冲的选择参量.关于 Hybr id系统更为全面的介

绍可参考其它文献.
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