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  设 B = { x I R
2
; | x | [ 1}. 考虑 p-G inzburg-Landau泛函

E E( u, B ) =
1

p QB | ý u |
p
dx +

1

4E
p QB ( B2 ( r) - | u | 2 ) 2 dx ( 1)

在空间 H = { u (x ) = f( r)
x
| x |

I W
1, p
(B, R

2
) }中的极小元 uE, 其中 B( r ) I C

]
( [ 0, 1] , R ); p > 2. 由

变分直接方法容易知道, EE ( u, B )的极小元 uE在H 中存在, 我们称 uE为径向极小元. 我们考察当 Ey 0

时, uE的零点分布及渐近性态.泛函 (1)与具热噪音的超导模型密切相关. 在超导理论中, uE叫序参数, uE

的零点叫涡旋.在 0 型超导体中, uE的零点表示在这一点退化成普通导体. 所以零点分布的研究在数学和

物理上,特别是超导元件的设计上都有十分重要的意义.

当 B( r ) S 1, p = 2时, 最初的研究是属于 Bethue-l B rezis-H elein的, 在文献 [ 1, 2]中有详细的研究.在

文献 [ 3 ~ 5]中,作者讨论了 p X 2的情形.

对应于 B( r) X 1的相关问题,是 L in F H于 1995年 6月在苏州大学召开的国际会议上提出来的. 当 p

= 2时,文 [ 6, 7]做了很好的研究,其中文 [ 7]用文 [ 8]的方法给出了极小元的零点分布及渐近性态. 当 p

> 2时,本文利用 [ 3]的思想,对其径向极小元 uE的零点分布及渐近性态进行讨论, 此时,我们假定在 ( 1)

中, B( r) ¢ 常数, 0 < m [ B( r) [ M , r I [ 0, 1] .

定理 1 设 uE为 EE ( u, B )的径向极小元, p > 2. 那么,当 E充分小时, 有 ZE: = {x I B; | uE (x ) | <

m
2
} < B ( 0, hE).其中 h是和 E无关的常数.

由定理 1可以知道 uE的零点均包含在 B ( 0, hE)中.
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定理 2 设 uE为 EE ( u, B ) 的径向极小元, 则当 Ey 0时,

uE( x ) y B( r )
x

| x |
, 于 W

1, p
loc (B \ { 0}, R

2
)中. ( 2)

下面我们来证明这两个定理.

1 几个引理

记 V = {f I W
1, p
loc (0, 1), r

1- p
p f I L

p
( 0, 1), f ( 1) = B(1) },则 V = {f ( r ): u (x ) = f ( r )

x

| x |
I H }.

首先不难证明:

引理 1 集合 V是 { f I C [ 0, 1] ; f ( 0) = 0}的子集.

引理 2 EE ( u, B ) 的极小元 uE满足

QB | ý u |
p- 2
ý u ý < dx - 1

E
p QBu < ( B

2
- | u |

2
) dx = 0, ( 3)

对任意的 < = f ( r)
x

| x |
I W

1, p
0 (B, R

2
),且 | uE | [ M.

证明  由变分法可得,对任意的 < = f ( r)
x

| x |
I W

1, p
0 (B, R

2
),有 ( 3)式成立.在 (3)中取 < = u ( |

u |
2
- M

2
)+ , 其中 ( | u |

2
- M

2
)+ = m in{ k, m ax( ( | u |

2
- M

2
) +, 0) }, k > 0, 则可得到

    QB | ý u |
p
( | u |

2
- M

2
) + dx + 2QB | ý u |

p- 2
( uý u )

2
dx

      +
1

E
p QB u2 ( | u |

2
- M

2
) + (M

2
- B

2
) dx +

1

E
p QB u2 ( | u | 2 - M 2

)
2
+ dx = 0.

由于 B
2 [ M

2
,因而各项积分均为非负值.于是,

1

E
p QBu2 ( | u | 2 - M 2

)
2
+ dx = 0.

由于 u是连续的,则 | u | = 0或 ( | u |
2
- M

2
)+ = 0, 这表明 | u | [ M, x I �B.

引理 3 存在一个不依赖于 EI (0, 1)的正常数 C使得

EE ( u, B ) [ CE
2-p
. ( 4)

证明  定义

u
*
=

B( r)
x
| x |

, r I [E, 1],

B( r) f 1 ( r )
x

| x |
= B( sE) f1 ( sE)

x

| x |
, r I [ 0, E].

其中 f1 ( s)
y

| y |
是泛函

F ( u, B ) =
1

p QB | ý (Bu ) |
p
dy +

1

4 QB B4 (1 - | u | 2 )2 dy
在空间 W = { f( s)

y
| y |

I W
1, p
( B, R

2
), f ( 1) = 1, s = | y | }中的极小元.令 y = E

- 1
x. 则

  EE ( u
*
, B ( 0, E) ) = 1

p QB ( 0, E) | ý B( r) f1 ( r)
x

| x |
|
p
dx + 1

4E
p QB ( 0, E) B4 ( r) ( 1 - | f 1 ( r) | 2 ) 2 dx =

E
2- p
F (f 1 ( s)

y

| y |
, B )dy [ CE

2-p
.

同时还有

  EE ( u
*
, B \B ( 0, E) ) =

1

p QB \B ( 0, E) | ý B( r )
x

| x |
|
p
dx +

1

4E
p QB \B ( 0, E)

(B
2
- B

2
)
2
dx =

2P
p Q

1

E
( B

2
r +

B
2

r
2 )

p
2 rdr [ C Q

1

E

1

r
p- 1 dr [ CE

2- p
.

注意到 uE是极小元,我们利用上面的估计可得,
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EE ( uE, B ) [ EE( u
*
, B ) [ EE ( u

*
, B ( 0, E) ) + EE ( u

*
, B \B ( 0, E) ) [ CE

2-p
.

引理得证.

注  ( 4)包含着

1

E
p QB ( B2 ( r ) - | u | 2 ) 2 dx [ CE

2-p
,

两端同乘以 E
p-2
后得到

1

E
2 QB (B2 ( r) - | u | 2 ) 2 dx [ C. ( 5)

2 定理 1的证明

命题 1 设 uE为 EE ( u, B ) 的极小元,那么存在不依赖于 E的正常数 K, L使得若

1

E
2 QBH B2lE

( B
2
- | uE |

2
)
2
dx [ L, ( 6)

其中 B
2lE
为一半径为 2lE的圆盘, l \ K, 则有

| uE | \ m
2
, P x I B H B

lE
. ( 7)

证明  易知对任意的 x I B,存在一个常数 A> 0,使得 | B H B ( x, r) | \ Ar
2
, 0 < r [ 1. 又由 | uE |

[ M , EE (uE, B ) [ CE
2-p
可得 uE W 1, p (B, R2) [ CE

( 2- p) /p
. 由嵌入定理可知存在不依赖于 E的正常数 C,对任

意 x, x0 I �B, 有

| uE (x ) - uE (x 0 ) | [ CE
( 2- p) /p

| x - x0 |
1- 2 /p

.

我们选取

K = (
m
4C
)
p /( p- 2)

, L = 49
256

Am
4
K
2
.

(反证 ) 若存在点 x0 I B H B
lE
,使得 | uE ( x0 ) | <

m
2
, 则对 P x I B (x0, KE),有

| uE ( x ) - uE ( x0 ) | [ CE
( 2-p ) /p

| x - x 0 |
1- 2 /p [ CE

( 2- p) /p
(KE)

( p- 2) /p
=
m
4
.

因此

| uE( x ) | [ | uE (x0 ) |+
m
4
<
3m
4
.

注意到 B( r) \ m,我们有

| B
2
( r ) - u

2
E (x ) |

2
> | B

2
( r ) -

9m
2

16
|
2 \ (m

2
-
9m

2

16
)
2
=
49m

4

256
.

于是

QB( x 0, KE)H B
(B

2
- | uE |

2
)
2
>
49m

4

256
AK

2
E
2
= LE

2
. ( 8)

又因 (B (x 0, KE) H B ) < (B
2lE H B ),上式表明

1

E
2 QB 2lEH B

( B
2
- | uE |

2
)
2
dx > L. 这与 ( 6)矛盾,命题得

证.

定义  设 uE为 EE ( u, B )的径向极小元, K、L是上述命题中的常数.若

1

E
2 QB ( xE, 2KE)H B

( B
2
- | uE |

2
)
2
dx [ L ,

则 B (x
E
, KE)称为好的圆盘, 否则 B ( x

E
, KE)称为坏的圆盘.现在设 {B ( x

E
i , KE), i I I }为一组圆盘, 满足

( i) x
E
i I B, i I I;

( ii) B < G
iI I
B ( x

E
i , KE);

( iii) B (x
E
i, KE /4) H B ( x

E
j , KE/4) = Á , i X j. ( 9)

命题 2 记 JE = { i I I, B ( x
E
i , KE)是坏圆盘 }, 则存在一个与 E无关的正整数 N 0,使得坏圆盘个数

)34)
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Card JE [ N 0.

证明  由 ( 9) 可知 B中的每一点均可以被有限个 (设为 m个 )圆盘所覆盖. 根据坏圆盘的定义及

( 5),

LE
2
Card JE [ 2 iI J E QB (x Ei , 2KE)HB

( B
2
- | uE |

2
)
2
dx [ m QB ( B2 - | uE | 2 ) 2 dx [ mCE

2
.

则

Card JE [ mC
L

[ N 0.

即坏圆盘的个数为有限个.

由命题 2, 运用 [ 1]中的定理 1. 1,我们可以调整这组坏圆盘使之成为一组新的,记为 {B ( x
E
i , hE); i I

J }, 且满足

G iI JE
B ( x

E
i , KE) < G iI JB (x

E
i, hE), K[ h, Card J [ Card JE,

| x
E
i - x

E
i | > 8hE, i X j, i, j I J.

后一条件表明新一族坏圆盘两两不相交.

下面我们证明定理 1.

我们用反证法.假设 ZE中存在一点 x0 ² B ( 0, hE),则圆周 S0 = { x I B, | x | = | x0 | }上的点 x均满

足 | uE (x ) | <
m
2
.于是,由命题 1可以看到 S0上的所有点均包含在坏圆盘内,另一方面,由于 | x0 | > hE,

所以 S0被至少两个互不相交的坏圆盘所覆盖. 这是不可能的.定理 1得证.

3 定理 2的证明

记  E E( f; [ a, b ] ) =
1
p Q

b

a

(f
2
r +

f
2

r
2 )

p /2
rdr + 1

4E
p Q

b

a

( B
2
- f

2
)
2
rdr.

命题 3 对任意给定的 T I (0, 1
2
),存在常数 Tj,满足 0 [ Tj [ T j+1 [ T ,常数 C > 0,使得

EE (fE; [T j, 1] ) [ CE
j- p
, (10)

其中 j = 2, 3, ,, N, N = [p ], EI (0, E0 ), E0充分小.

证明  若 j = 2,由引理 3的证明可知 ( 10)式成立.设 ( 10)式对所有的 j [ m均成立, (不妨设 m <

N ,否则已证. )特别地,有

EE (fE; [Tm, 1] ) [ CE
m-p

. (11)

由 ( 11)及中值定理可知存在 Tm+ 1 I [Tm, 1]使得

1

E
2 (B

2
- f

2
)
2
| r = Tm+ 1 [ CEE ( uE, 5B (0, Tm+ 1 ) ) [ CE

m-p
. (12)

考虑下面的泛函

E (Q; [Tm+ 1, 1] ) =
1

p Q
1

T
m + 1

( Q
2
r + 1)

p /2
dr +

1

2E
p Q

1

T
m+ 1

( 1 - Q)
2
dr,

易证 E ( Q; [Tm+ 1, 1] )在 W
1, p

f E
B
( [Tm+ 1, 1] , R

+
) 中的极小元存在,以下记为 Q, 它满足

- ( v
( p- 2) /2

Qr ) r =
1

E
p (1 - Q), r I [Tm+ 1, 1], (13)

Q(Tm+ 1 ) = fE (Tm+ 1 ) /B(Tm+ 1 ), Q( 1) = fE (1) /B( 1) = 1, (14)

其中 v = Q
2
r + 1. 因为

m
2

[ | fE | [ M, 0 < m [ B( r) [ M,利用极大值原理不难得到 Q[ M
m
. 注意到 Q为

极小元,从 ( 11)可以得到

E (Q; [Tm+ 1, 1] ) [ E (
fE

B
; [Tm+ 1, 1] ) [ CE E( fE; [Tm+ 1, 1] ) [ CE

m-p
. (15)

类似于 [ 3]中 ( 4. 11)的证明,我们也可推出

E (Q; [Tm+ 1, 1] ) [ CE
m-p+ 1

. (16)
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定义

W E = fE, r I [ 0, Tm+ 1 ] ;  WE = BQ, r I [Tm+ 1, 1] .

由于 uE为 EE ( u, B )的极小元,我们有 EE ( u, B ) [ EE (WE
x

| x |
, B ), 因此

  EE (fE, [Tm+ 1, 1] ) [ 1

p Q
1

Tm+ 1

[ (BQ)
2
r +

( BQ)
2

r
2 ]

p /2
rdr +

1

4E
p Q

1

Tm + 1

[ B
2
- (BQ)

2
]
2
rdr [

1
p Q

1

Tm+ 1

[ 2B
2
Q
2
r + ( 2B

2
r +

B
2

r
2 ) Q

2
]
p /2
rdr + 1

4E
p Q

1

Tm + 1

B
4
(1 + Q)

2
( 1 - Q)

2
rdr.

由于 0 < m [ B( r) [ M , ( B
2
r +

B
2

r
2 )Q

2
, B

4
(1 + Q)

2
有界,所以

EE (fE; [Tm+ 1, 1] ) [ C [
1
p Q

1

Tm + 1

( Qr
2
+ 1)

p /2
dr +

1

2E
p Q

1

Tm+ 1

(1 - Q)
2
dr] [ CE

m-p+ 1
. (17)

( 17) 式表明当 j = m + 1时, ( 10)式仍成立.命题得证.

命题 4 对任意给定的 T I (0, 1 /2),存在一个常数 TN+ 1 I ( 0, T ) 和 C > 0使得

E E( fE; [TN+ 1, 1] ) [ 1
p Q

1

TN+ 1

[ (B
2
r +

B
2

r
2 )Q

2
]
p /2
rdr + CE

(N + 1-p ) /2
.

证明  由命题 3我们可得 EE ( fE; [TN , 1] ) [ CE
N-p

,于是,利用积分中值定理可知:存在 TN+ 1 I (TN ,

T )使得

Q5B ( 0, TN+ 1) [
1

p
| ý uE |

p
+

1

4E
p ( B

2
- | u |

2
)
2
] dx [ CE

N-p
.

设 QE为下面泛函在函数类 W
1, pfE
B
( [TN+ 1, 1], R

+
)中的极小元,

E (Q; [TN+ 1, 1] ) =
1
p Q

1

TN+ 1

( Qr
2
+ 1)

p /2
dr + 1

2E
p Q

1

TN+ 1

(1 - Q
2
)
2
dr.

由极大值原理可得 QE [ M

m
.以下记 Q= QE.与 [ 3]中 ( 4. 11)的证明类似, 我们仍然有

Q
1

TN+ 1

( Qr
2
+ 1)

( p- 2) /2
Q
2
r dr +

1

E
p Q

1

TN+ 1

(Q
2
- 1)

2
dr [ CE

N- p+ 1
. (18)

由 ( 18)式不难看出

Q
1

TN+ 1

| Qr |
p
dr [ CE

N-p+ 1
, Q

1

TN + 1

( Qr )
2
dr [ CE

N-p+ 1
,

1

E
p Q

1

TN+ 1

( Q
2
- 1)

2
dr [ CE

N-p+ 1
.

定义

W E = fE, r I [ 0, TN+ 1 ] ;  WE = BQ, r I [TN+ 1, 1].

由于 uE为 EE ( u, B )的极小元,我们有

EE ( fE, [TN+ 1, 1] ) [ 1
p Q

1

TN+ 1

[ ( BQ) r
2
+
( BQ)

2

r
2 ]

p /2
rdr +

1

4E
p Q

1

TN+ 1

[ B
2
- ( BQ)

2
]
2
rdr.

注意到

1
p Q

1

TN+ 1

[ ( BQ) r
2
+
( BQ)

2

r
2 ]

p /2
rdr -

1
p Q

1

TN+ 1

[ (Br
2
+
B
2

r
2 )Q

2
]
p /2
rdr =

    1
2 Q

1

TN+ 1
Q
1

0
{ ( [ (BQ) r

2
+
(BQ)

2

r
2 ] + (1 - ( ) [ (Br

2
+
B
2

r
2 ) Q

2
] }

(p- 2) /2
(2BBrQQr + B

2
Qr
2
) d( rdr [

C Q
1

TN + 1

( | Qr |
p- 1

+ | Qr | ) dr + C Q
1

TN + 1

( Q
2
r + 1)

(p- 2) / 2
Q
2
r dr [

C ( Q
1

TN+ 1

| Qr |
p

)
( p- 1) /p

dr + C ( Q
1

TN+ 1

| Qr |
2
)
1/ 2
dr + CE

N- p+ 1
[

CE
(N+ 1- p ) (p- 1)

p + CE
N+ 1- p

2 + CE
N+ 1- p [ CE

N+ 1- p
2 .

我们可以推出

EE (fE; [TN+ 1, 1] ) [ 1
p Q

1

TN + 1

[ ( Br
2
+
B
2

r
2 ) Q

2
]
p /2
rdr + CE

(N + 1-p ) /2
.
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命题得证.

下面证明定理 2.

定理 3 设 uE = fE( r)
x

| x |
是 E E( u, B )的径向极小元,则对任意的紧子集K < B \ { 0}有

lim
Ey 0

uE = B( r)
x

| x |
, uE I W

1, p
loc (B \ {0}, R

2
).

证明  不失一般性我们可设 K = B ( 0, 1) \B ( 0, TN+ 1 ),由命题 4可知

EE ( uE, K ) = 2PEE (fE, [TN+ 1, 1] ) [ C,

其中C是与 E无关的常数. 结合 | uE | [ M便有 uE W 1, p (K, R2)
[ C. 于是,紧嵌入定理表明:存在 { uE }的一个

子列 { uEk } 和函数 u* I W
1, p
(K, R

2
) 使得

l im
E
k
y 0
uEk = u* ,在 W

1, p
(K, R

2
)弱收敛; (19)

l im
Eky 0

uEk = u* ,在 C (K, R
2
)中收敛. (20)

而 1

E
2 QK (B2 - | uE |

2
)
2
dr [ C表明 | u* | = Ba. e. x I K. 因此, u* = B( r ) x

| x |
. 由于 { uE }的任何子

列均有一个收敛子列,且其极限均为 B( r )
x

| x |
, 那么 ( 19) 和 ( 20)式不仅对子列成立, 而且对 { uE } 也成

立.利用 QK | ý uE |
p
的弱下半连续性以及命题 4可知

    QK | ý B( r )
x
| x |

|
p

dx [ lim
) ) )
Ey 0

QK | ý uE |
p

dx [ lim
Ey 0 QK | ý uE |

p

dx [

lim
Ey 0

2P Q
1

TN + 1

[ ( Br
2
+
B
2

r
2 )Q

2
E ]

p /2
rdr + lim

Ey 0
E
N+ 1- p

2 . (21)

又注意到 (18) 蕴含着

| Q
1

TN+ 1

[ ( Br
2
+
B
2

r
2 )Q

2
E ]

p /2
rdr - Q

1

TN+ 1

[ (Br
2
+
B
2

r
2 ) ]

p /2
rdr | [ C Q

1

TN+ 1

| QE - 1 | dr [ CE
N+ 1
2 ,

则 ( 21)表明

QK | ý B( r )
x
| x |

|
p
dx [ lim

Ey 0 QK | ý uE |
p
dx [ 2PQ

1

TN+ 1

[ (Br
2
+
B
2

r
2 ) ]

p /2
rdr = QK | ý B( r )

x
| x |

|
p
dx.

这意味着

l im
Ey 0 QK | ý uE |

p
dx = QK | ý B( r)

x
| x |

|
p
dx.

以此结合 (19) 和 (20),我们最终得到

lim
Ey 0

uE = B( r )
x
| x |

, uE I W
1, p
loc (B \ { 0}, R

2
).

定理得证.
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