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[摘要 ]  将文 [ 1]中 / + 0函数的光滑近似函数应用于求解非线性规划问题,该方法通过解一个可微 /准 0精确罚函数逐渐去

逼近原问题的最优解,并且可以通过参数的选取控制解的误差,给出了几个演示性算例.该算法克服了非线性规划极大熵函数

法易溢出的缺陷.

[关键词 ]  非线性规划,光滑近似函数,收敛性

[中图分类号 ] O221. 2 [文献标识码 ] A  [文章编号 ] 1001-4616( 2008) 01-0038-04

A D ifferentiable and / Almost0 Exact Penalty FunctionM ethod

for Nonlinear Programm ing

Ge Yaping
1
, W ang Jianhong

2
, Y an Sh ijian

3

( 1. D epartmen t ofB as ic Educat ion, Zilang VocationalT echn icalC ollege, N antong 226002, Ch ina)

( 2. School of Science, N antong U nivers ity, N antong 226007, Ch ina)

( 3. School ofMathem atics and Com puter S cien ce, Nan jing Norm alUn iversity, Nan jing 210097, Ch ina)

Abstrac t: An effic ient algor ithm fo r so lv ing non linear prog ramm ing is presented by apply ing the smoo th approx im ating

function. The algorithm is based on a differentiab le and / a lmost0 exac t pena lty function and a success ive approx im ation

technique. The solution error o f subprob lem s can be contro lled by se lecting su itab le pa rame ters. Som e fau lts of them ax-i

mum entropy function m e thod for so lv ing non linear programm ing, for examp le easy over flow, can be overcome by using

this m ethod.
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  为简化表达, 本文考虑如下不等式约束问题的非线性规划问题 (P )

s. t. m in
x

f (x ), ( 1)

g i (x ) [ 0,  i = 1, 2, ,, m. ( 2)

其中 f ( x )与 g i ( x )均为 x的连续可微函数.用两个不等式代替一个等式,即可把本文方法推广到含等式约

束的非线性规划问题.

文 [ 1]对非线性规划提出了一个修正凝聚函数法,文 [ 2]针对非线性 l1问题在文 [ 3]的基础上构造了

/ + 0函数的光滑近似函数,而本文给出的 /准 0精确惩罚函数既可微又不含导数, 其基本思想是用文 [ 1]

中 / + 0函数的光滑近似函数去逼近不可微精确罚函数. 它在算法实现上克服了文 [ 4] 非线性规划极大熵

函数法易溢出的缺陷.

就不等式约束问题 (P )取 L1精确罚函数, 令

g i

+
( x ) = m ax (0, g i ( x ) )  i = 1, 2, ,, m,

则
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P ( x, b) = f ( x ) + b+g
+
(x )+ 1 = f ( x ) + bE

m

i= 1
m ax( 0, g i ( x ) ), ( 3)

其中 b > 0是惩罚因子.利用这个精确罚函数就得到一个无约束的非线性规划问题 (P 1 )

m in
x
P (x, b ). ( 4)

F letcher曾证明,当罚因子 b > + K
* + ] (K

*
是 x

*
处相应的 Lag range乘子 ), g

+
( x

*
) = 0. P ( x, b)

的无约束极小点 x
*
就是原问题的极小点.但由于 m ax( 0, g i ( x ) )在某些点是不可微的,这就给求解问题带

来了困难,为解决这个问题,我们利用文 [ 2] 中的 / + 0函数的光滑近似构造如下函数:

< ( x, a, b ) = f (x ) + bE
m

i= 1

N (g i ( x ), a)  b, a > 0 ( 5)

其中

N (y, a) =

0, y [ - 1 /a,

a ( y + 1 /a )
2
/4, - 1 /a [ y [ 1 /a,

y, y \ 1 /a.

( 6)

由此, 我们得到无约束非线性规划问题 (P2 )

m in
x
< (x, a, b). ( 7)

(P2 )是一个可微函数的无约束优化问题,当 ay ] 时, (P 2 )逼近 (P1 ),通过求解 (P2 )就可以得到问

题 (P 1 )的近似解. 实例表明, 只要 a和 b足够大, 一次无约束计算就能得到很高的精度. 严格地说函数

< (x, a, b )仅在 a y ] 时才是一个精确的罚函数.若 a取有限值,它则不再是精确罚函数. 故本文将其称为

/准0精确罚函数.与精确罚函数 P ( x, b) 之差可按下式估计

0 [ < ( x, a, b) - P ( x, b) [ bm /4a. ( 8)

1 算法

算法 1

¹ 令 b > 0为较大的常数,赋初值 a0 > 0, l > 1, x0, E, 令 k = 1.

º 利用 xk- 1求解m in
xI Rn

< ( x, ak- 1, b)得到最优解 xk.

» 若 + xk - xk- 1 + [ E则停.否则转 ¼.

¼ak+ 1 = lak, k = k + 1转 º .

2 收敛性分析

对算法 1做以下收敛性分析:

假设 1 令 L (x, K) = f ( x ) + E
m

i= 1
Kigi ( x ),存在 �x, �K\ 0使 L (�x, K) [ L (�x, �K) [ L ( x, �K), Px, P K\

0且 b > m ax
1[ i[ m

{�Ki }.

定理 1
[ 1]  m ax (0, g i ( x ) ) [ N (g i ( x ), a ) [ m ax( 0, g i ( x ) ) + 1 /4a.

定理 2 设假设 1满足,对 P a > 0,设 xa是问题 (P2 )的最优解, x
*
是 { xa }当 a y ] 时的任何聚点,

则 x
*
是问题 (P )的最优解.

证  设 x̂是问题 (P 1 )的最优解, { xk }是 { xak }的子列, { ak }是相应的参数序列,满足

lim
ky ]

xk = x
*
,

l im
ky ]

ak = + ] .

由定理 1得

P (x, b ) = f (x ) + bE
m

i= 1
max( 0, g i ( x ) ) [ f ( x ) + bE

m

i= 1
N (g i (x ), a ) [ f ( x ) + bE

m

i= 1
[max( 0, g i (x ) ) +

1
4a
] ,

即

)39)

葛亚平,等: 解非线性规划的一个可微 /准 0精确罚函数法



P (x, b ) [ < (x, a, b) [ P ( x, b ) +
bm
4a
,

再由 xk是问题 (P 2 )的最优解,于是有

P ( xk, b) [ < ( xk, ak, b ) [ < ( x̂, ak, b ) [ P ( x̂, b) +
bm
4ak

.

令 k y + ] 有 P ( x
*
, b) [ P ( x̂, b ),所以 x

*
是问题 (P 1 )的最优解.

由假设 1可知 �x是原问题 (P ) 的最优解且有

E
m

i= 1
�Kig i (�x ) = 0 = bE

m

i= 1
m ax( 0, g i (�x ) ),

于是

P (�x, b ) = f (�x ) = L (�x, �K).

由假设 1知 L (�x, �K) [ L ( x, �K),得出:

P (�x, b ) = L (�x, �K) = f (�x ) + E
m

i= 1
�Kig i (�x ) [ L ( x, �K) = f (x ) + E

m

i= 1
�Kig i ( x ), P x

很明显有 g i (x ) [ max( 0, g i ( x ) ), �Ki [ max
1[ i[ m

{�Ki } < b, 所以有

f (x ) + E
m

i= 1
�Kig i ( x ) [ f (x ) + bE

m

i= 1
max(0, g i (x ) ), Px

特别对于非容许点 x有

0 < m ax
1[ i[ m

g i ( x ) = m ax
1[ i[ m

m ax (0, g i ( x ) ),

P (�x, b ) [ L ( x, �K) = f ( x ) + E
m

i= 1

�Kig i (x ) < f (x ) + bE
m

i= 1

max( 0, g i ( x ) ) = P (x, b ).

总结以上有

P (�x, b) < P (x, b ), Px D = {x | gi ( x ) [ 0}.

由 P ( x
*
, b) = m inP (x, b )知 x

* I D,故 m ax( 0, g i ( x
*
) ) = 0, ( i = 1, 2, ,, m ),即 +g

+
(x

*
)+ 1 = 0.

设 y是原问题 (P )的最优解, 由 x
*
是问题 (P 1 )的最优解,则

f ( x
*
) = f ( x

*
) + E

m

i= 1

max( 0, g i ( x
*
) ) [ f ( y ) + E

m

i= 1

m ax (0, g i ( y ) ) = f (y ),

所以有 f ( x
*
) [ f ( y ),故 x

*
是原问题 (P )的最优解.

算法 1中 b要求为一较大的常数,在求解约束最优化问题的最优解之前很难给出 b的确切值,为克服 b

的选值困难,据定理 2可给出算法 1的下列改进的算法 2.

算法 2

¹ 赋初值 a0 > 0, b0 > 0, l > 1, x0, E1, E2,令 k = 1.

º 利用 xk- 1求解m in
xI Rn

< ( x, ak- 1, bk- 1 ) 得到最优解 xk.

» 若 + xk - xk- 1 + [ E1则转 ¼,否则 ak+ 1 = l ak, bk+ 1 = bk, k = k + 1转 º .

¼若 + g
+
( xk ) + 1 [ E2则停,否则 bk+ 1 = 10bk, ak+ 1 = ak, k = k + 1转 º .

3 数值例子

为检验算法的可行性,我们计算了文 [ 5]中的例题,在计算中,取 l = 5, b = 20为固定数, a0 = 1 000,

E = 0. 000 1, < ( x, a, b)的无约束最小化计算使用了一个标准 BFGS算法的子程序,计算结果分别列于表 1

~ 3.

例 1 Bea le问题

m in f (x ) = 9 - 8x1 - 6x2 - 4x3 + 2x
2
1 + 2x

2
2 + x

2
3 + 2x1x2 + 2x1x3,

s. t. g i ( x ) = - x i [ 0, i = 1, 2, 3,

g4 (x ) = x1 + x2 + 2x3 - 3 [ 0.

)40)
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表 1 Beale问题的计算结果

Table 1 The result of the Beale problem

No a f (x ) x1 x2 x3

初始值 1 000 9 0 0 0

最优解 1 /9 4 /3 7 /9 4 /9

1 1 000 0. 1113 1. 333 7 0. 777 6 0. 443 9

2 5 000 0. 1112 1. 333 4 0. 777 7 0. 444 3

3 25 000 0. 1111 1. 333 4 0. 777 8 0. 444 4

  例 2 Rosen-Suzuk i问题

m in f ( x ) = x
2
1 + x

2
2 + 2x

2
3 + x

2
4 - 5x1 - 5x2 - 21x3 + 7x4,

s. t. g1 ( x ) = x
2
1 + x

2
2 + x

2
3 + x

2
4 + x1 - x2 + x3 - x4 - 8 [ 0,

g2 (x ) = x
2
1 + 2x

2
2 + x

2
3 + 2x

2
4 - x1 - x4 - 10 [ 0,

g3 ( x ) = 2x
2
1 + x

2
2 + x

2
3 + 2x1 - x2 - x4 - 5 [ 0.

表 2 R osen-Suzuki问题的计算结果

Table 2 The result of the R osen-Suzuki problem

N o a f (x ) x1 x2 x3 x4

初始值 1 000 0 0 0 0 0

最优值 - 44 0 1 2 1

1 1 000 - 43. 997 5 - 0. 000 1 1. 000 0 1. 999 9 - 1. 0000

2 5 000 - 43. 999 5 - 0. 000 0 1. 000 0 2. 000 0 - 1. 0000

3 25 000 - 43. 999 9 - 0. 000 0 1. 000 0 2. 000 0 - 1. 0000

  例 3 Wong问题

m in f (x ) = (x1 - 10)
2
+ 5(x2 - 12)

2
+ x

4
3 + 3( x4 - 11)

2
+ 10x

6
5 + 7x

2
6 + x

4
7 - 4x6x7 - 10x6 - 8x7,

s. t. g1 ( x ) = 2x
2
1 + 3x

4
2 + x3 + 4x

2
4 + 5x5 - 127 [ 0,

g2 ( x ) = 7x1 + 3x2 + 10x
2
3 + x4 - x5 - 282 [ 0,

g3 ( x ) = 23x1 + x
2
2 + 6x

2
6 - 8x7 - 196 [ 0,

g4 (x ) = 4x
2
1 + x2 - 3x 1x2 + 2x

2
3 + 5x6 - 11x7 [ 0.

表 3 W ong问题的计算结果

Table 3 The result of theW ong problem

No a f ( x) x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

初始值 1000 1 183 0 0 0 0 0 0 0

最优值 680. 630 2. 3305 1. 951 4 - 0. 477 54 4. 365 7 - 0. 62449 1. 038 1 1. 594 2

1 1000 680. 6314 2. 3304 1. 951 4 - 0. 477 5 4. 365 7 - 0. 6245 1. 038 1 1. 594 2

2 5000 680. 6303 2. 3305 1. 951 4 - 0. 477 5 4. 365 7 - 0. 6245 1. 038 1 1. 594 2

  由上述理论与计算结果可以看出,本文提出的 /准 0精确罚函数法是求解非线性规划问题 (P )的一种

非常有效的方法.它具有理论上的严谨性,计算上的高效性及易于计算机实际计算等特点. 例题结果表明

仅用 1次无约束优化计算即可得到原问题的较高精度的近似解.
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