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[摘要 ]  给出了 4种权证定价模型, 并将其应用于中国证券市场上两种权证的定价中. 通过对图表的分析,发现

了模型间模拟精度的大小,找到了理论价格与市场价格偏差的部分来源.
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  2005年 8月 22日宝钢权证开始发行, 随后相继上市的有五粮液权证、邯钢权证等.虽然国外对于权

证定价的研究很成熟,但如何结合中国具体的情况将其合理的应用仍是一个值得探索的问题.

1 理论模型

1. 1 B- S模型
[ 1, 2]

  假定标的资产股票价格遵循几何布朗运动:

dS t = LS t dt + RS t dB t, ( 1)

其中 L为股票的收益率, R为股票价格的波动率, B t \ 0为一标准布朗运动.一般地, R难以直接得到,我们

可通过以下方法
[ 3]
进行估计.

假设我们观察得到 n + 1个时间间隔末的股票价格 S i ( i = 0, ,, n), S为以年为单位表示的时间间隔

的长度.令 u i = ln
S i

S i- 1

, i = 1, 2, ,n,则 S i = S i- 1 e
u i
, ui的标准差 s的估计值为:

s =
E
n

i= 1
( ui - �u )

n - 1
=

E
n

i= 1
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2

n - 1
-

( E
n

i= 1
ui )

2
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,

其中 �u为 ui的均值.由 (1)式推知 R可被估计为 s
*

=
s

S
.在实际应用时,通常取所考察时刻前 180 d的股

票价格.经验证明,此取法精度较好.

对于欧式看涨期权
[ 4]
,它是定义为一个非负的 Ft 可测的任意变量 h,通常写成 f (S t ).在 t时刻期权的

价值 v t可看成是关于 t和 S t的函数,且在概率测度 P
*
下平方可积, 有
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表示在 P

*
下求期望, S t在 P

*
下关于 FT 可测, WT - W t与 Ft不相关.易得欧式看涨期权的价格为

c = S tN (d1 ) - ke
-rH
N (d2 ),

这里 d1 =

ln
S t
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+ r +

R
2

2
H

R H
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2P Q
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- ]
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1. 2 二叉树模型及其推广形式 [ 5]

首先我们讨论单步二叉树图.

考虑一个无红利支付的股票,股票价格为 S,以该股票为标的资产的某一衍生证券的当前价格为 f.假

设当前时刻为零时刻,则到期的 T时刻的盈亏情况完全取决于当时的股票价格和衍生证券.衍生证券有效

期里股票价格或者从 S向上运动到一个新的水平 Su,或者向下运动到 Sd ( u > 1, d < 1, ud = 1).我们假设

股票上升到 Su时,衍生证券的收益为 f u,若股价下降到 Sd时相应为 fd . 想象一个证券组合由 $t股股票的

多头和一个衍生证券的空头组成.在股票价格升降情况下,该证券组合在有效期末尾的价值分别为:

Su$ - fu, Sd$- fd .

要使得该组合为无风险状态,则以上两价值相等,通过计算可得

$ =
fu - fd

Su - Sd
.

又构造该组合的成本与该组合以无风险利率 r的帖现值相等,通过计算有:

f = e
-rT

[ pfu + (1 - p )fd ] ,

其中 p =
e
rT
- d

u - d
.

以下我们讨论多步二叉树图.

假设一个不付红利股票的美式看涨期权的有效期被分为 N个长度为 $t的小段,从 i$t到 ( i+ 1)$t股

票价格或以概率 p上升 u倍,或以概率 1 - p下降 d倍 ( u > 1, d < 1, ud = 1),其中 0 [ i [ N - 1, p =

e
rT
- d

u - d
.这样在 i$t时刻共有 i+ 1个结点. 易见在结点 ( i, j )的股票价格为 Su

j
d
N-j
,通过分析,我们有以下结

论:

定理 1
[ 6]  假设当前买入了一个美式股票买权, 价格为 f, N期后到期. 标的股票当前价格为 S,而后任

意一期,其变化又有两种可能,即以概率 p上升 u倍,以概率 1- p下降 d倍,经过 N期,在到期日股票状态

SN的可能值为 Su
j
d
N- j
,即上涨 j次,下降N - j次.则有

f = E
N

j= m

[C
j

N p
j
( 1 - p )

N- j
( Su

j
d
N-j

- X ) ] ( e
- r$t

)
N
, ( 2)

其中 m为使得 Su
j
d
N- j

- X > 0的最小正整数, $t为单步时间段, C
j

N =
N!

j! (N - j )!
.关于定理的证明,我们可

以从多步二叉树图倒推归纳得到.

在实际应用二叉树图的方法时, 通常将期权存续期分成 30个或更多的时间步. 30个时间步意味着最

后有 31个终端股票价格,并且有 2
30
即大约有 10亿个可能的股价路径.

从股票价格波动率 R可以确定 u和 d的值.有许多不同的方法做到这一点.如果我们定义 $t为单步时

间步长,一种可能就去设定:

u = e
R $t

, d =
1

u
, p =

e
r$t
- d

u - d
. ( 3)

对于在实际中计算 (2)式,我们一般都采用 ( 3)式,其中 ud = 1的假设虽然在多数情况下计算结果令人满

意, 但仍存在明显的缺陷:对于较小的 R, 将产生大于 1或负的概率. 例如,取 r = 0. 12, $t = 0. 1, R = 0. 01,

通过 ( 3)式可得 p = 2. 408 0, 1 - p = - 1. 408 0,这种结果失去实际意义. 一种不错的假设是令 p =
1
2
.
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命题 1 在二叉树图模型中,当我们令股票价格升降等可能时 (即令 p =
1
2
),我们有:

u = e
r$t
+ R $t,

d = e
r$t
- R $t.

证明  我们可以结合股票价格模型 [ 3]
: $S = SL$t + SR $tE( E为标准正态分布的随机值 ), 通过分

析其期望值和方差得到以上结果.

这是个美妙而合理的结果.新模型克服了原模型负概率的产生,且计算结果较为精确.

1. 3 蒙特卡罗模型

我们知道,二叉树图方法一般将权证存续期分成 30个或更多小时间段, 这样最后的结点数就非常多,

不利于倒推计算起始时刻权证的价格.一种有效的模拟权证价格方法就是蒙特卡罗模型. 考虑一种欧式衍

生证券,在时刻 T 的收益为 fT,则在 0时刻其价值为:

f = Ê [ fT e
-�rT

] , ( 4)

其中 Ê代表风险中性世界的期望, �r为 0到 T时刻瞬时利率的平均值.若 �r已知,则 ( 4)式即为:

f = e
-�rT
Ê [ fT ] .

这样要计算权证的值,只需求出时刻 T权证价值的期望值.此时我们可以从二叉树图的路径中取 1 000条

通过均值计算来近似 Ê ( fT ),从而求得 f.

一般地,在风险中性世界里, S的离散形式如下:

$S = rS$t+ RS : $t, ( 5)

其中 $t为将期权有效期分成 N个小时间段的长度, $S是在 $t时间内 S的变化量, : 为服从标准正态分布

的一个随机样本.为进行一次随机模拟,须从正态分布中抽取 N个独立的随机样本代入 (5)式,可计算得

0、$t、2$t、,、T时刻的 $S的值.这样计算提供了一条 S的模拟路径.因此可以算得衍生证券的一个样本终

值.而对于 :的取法,由中心极限定理, 它可以用下式来求得:

: = E
6

i= 1

R i - E
12

i= 7

R i,

其中 R i ( 1 [ i [ 12)是 [ 0, 1]上相互独立的随机数.

1. 4 K ojichiro-T akaoka模型

K是 ( R++ , B (R++ ) )上确定的测度,使得:

K(R++ ) = 1, Q
]

0
RK( dR) < ] ,

w 是带域流 ( 8, F, ( Ft ) t\0, p ) 上的标准 B rown运动, (Ft ) t\0是 w产生的自然域流
[ 7]
.

命题 2 存在惟一的与 p等价的概率测度 Q,使得股票价格过程 (S t ) t\0:

S t = S0 e
rt Q

]

0
e
R( w t+ ct) -

R2
2
t

K( dR )

的折现过程 (�S t ) t\0是鞅,其中 r, c是常数.

命题 3 设欧式看涨期权的敲定价格为 K,存续时间为 T,则其在时刻 t的价格为:

E
Q (ST - K ) +

e
r (T- t)

= S t Q
]

0
5 -

x t

T - t
+ Rt T - t K( dRt ) - K e

- r (T- t)

5 -
xt

T - t
,

其中, xt是如下方程的惟一解

S t e
r (T- t) Q

]

0
e
R tx-

R t2

2 K( dR t ) = k . ( 6)

至于 Rt的分布,为便于计算, 可取特殊的均匀分布 �U(a t, bt ),其中

ER t =
at + bt

2
,  D R t =

( bt - a t )
2

12
.

需要说明的是,在求解方程 ( 6)时,由于对函数 e
R tx-

R t2

2 关于 R t求定积分时,自变量不能含有参数,这里我们
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将 R tx中的 R t用其期望 ERt =
at + bt

2
近似,从而使得 e

R
t
x

从积分项中移走,被积函数变为可积.

2 模型定价的实证分析

2. 1 权证发行的基本情况

  本文对已发行的五粮液权证和邯钢权证进行了定价分析. 首先介绍一下它们的基本情况.

( 1) 五粮液权证:总计 297 872 640份五粮液认购权证于 2006年 4月 3日上市.权证简称五粮 YGC1,

期限为 24个月,行权价为 6. 93元 /股,行权期间为最后 5个交易日,行权比例 1 B1.

( 2) 邯钢权证:权证类型为认购权证; 发行数量为 925 705 299份; 权证简称为邯钢 GTB1, 有效期从

2006年 4月 5日到 2006年 4月 4日; 行权价格为 2. 80元 /股;行权期间为最后 5个交易日; 行权比例为

1 B1.

2. 2 理论模型下权证价值分析

我们对五粮 YGC1和邯钢 GTB1分别运用以上介绍的 4种模型, 计算出它们的理论价值. 需要说明的

是:我们只给出在权证存续期里每日标的股票收盘时相应权证的价值. 对于具体的每一日, 相应的标的股

票价格波动率取其之前 180 d股票价格通过统计方法估计得到.

对于五粮液权证,我们计算了从 2006年 4月 3日到 2007年 1月 18日共 193 d的权证价值;而邯钢权

证,我们计算了从 2006年 4月 7日到 2007年 1月 19日共 190 d的权证价值.并将计算出的权证理论价格

绘制成图.这里, 我们以权证实际价格为标准, 两两比较了 4种模型对应的计算结果的精确程度.

在进行精确度的比较时,我们可以观察图像得到大概结果; 但当两种模拟图效果非常接近时, 单凭观

察难辨优劣.为此我们定义了数组距离的概念.

定义 1 给定两组数列 a i ( i = 1, ,, n ), bi ( i = 1, ,, n ), 令

d =
E
n

i= 1

( bi - ai )
2

n
,

则称 d为数列 bi ( i = 1, ,, n )与数列 ai ( i = 1, ,, n )的距离.

命题 4 对于由 2个数列所绘制成的图形,当图形越接近时, 数列的距离越小,反之也成立.

以下我们利用 4种模型,计算了五粮液权证自上市之

日起至 2007年 1月 18日共 193 d的权证的理论价格,并和

其市场价格数据一起绘制成图 1 ~ 3.

从图 1我们可以看出, 两种模型计算的权证价格图与

真实市场价格图基本吻合, 升降趋势一致,单从图上难辨

谁更精确. 但经计算得, B- S模型和二叉树模型所得的权

证理论价格数据与真实数据的距离分别是 1. 129 0和 1.

162 3, 显然 1. 129 0比 1. 162 3小,从此角度看, 在该例中 B

- S模型较二叉树模型模拟结果更精确.

从图 2我们可看出, 两种模拟图与市价图基本吻合,

升降趋势一致; 仔细观察发现, 图中二叉树模型比 K - T

模型所对应的曲线从第 5 d到第 150 d更加接近真实数据

图,此后它们基本重合,偏离市价图较大; 经计算得, K - T

模型模拟数据与真实数据的距离为 1. 399 7, 显然二叉树

模型对应的小.以上两方面均表明, 该例中二叉树模型较

K - T模型模拟结果更好.

从图 3我们可以看出,两种模型模拟权证价格图与市场价格图基本吻合,升降趋势一致.在前 20 d左右,

两理论价格图基本重合,在随后的 90 d左右 K - T模型模拟结果较蒙特卡罗模型的偏离市价更远,但之后情

况恰恰相反,综合考虑,两模型精确度不分上下; 但蒙特卡罗模型权证理论价格数据与真实数据的距离是

)34)
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1. 723 8, 显然 K - T模型对应的小,故在距离标准下,此例中的 K - T模型比蒙特卡罗模型精确度更高.

以下我们利用 4种模型,计算了邯钢权证自上市之

日起至 2007年 1月 19日共 190 d的权证的理论价格,并

和其实际市场价格数据一起绘制成图 4 ~ 6.

从图 4我们可以看出, 两种模型模拟权证价格图与

市场价格图偏差不大,形状基本吻合,升降趋势一致.易

见图中在大部分时间里,蒙特卡罗模型模拟结果较 B -

S模型更接近实际;经计算可得,两种模拟结果与市场价

格距离分别为 0. 278 4和 0. 323 5,显然蒙特卡罗模型对

应的小,印证了观察结果.

从图 5我们可以看出, 两种模型计算的权证价格图

以一定的偏差随着市场价格图上升或下降. 图像显示,

在前 130 d两种模拟图交替着靠近市价图, 随后它们几

乎重合在一起,综合看难说谁更精确; 但从与市价数据

的距离看, B - S模型的 0. 323 5比 K - T模型的 0. 333 9

小,故更胜一筹.

)35)
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从图 6我们可以看出, 两种模型计算的权证价格图以一定的偏差随着市场价格图上升或下降.虽然在

后 60余天两模拟图基本重合,但之前在接近市价图方面, K - T模型具有明显优势. 若计算理论价与市价

的距离, K - T模型的 0. 333 9同样小于二叉树模型的 0. 342 0.

2. 3 结论及启示

通过以上分析,我们得到以下结论:

( 1)关于两种权证价格的 4种模型模拟中,蒙特卡罗模型分别最接近和最不接近实际价格曲线图,效

果不稳定.这和我们只选定一条股票价格路径有关,因为模型中需要 1 000次,这里是远远不够的.

( 2)除去蒙特卡罗模型,关于两种权证价格的 3种模型模拟中, B- S模型模拟的结果都最接近实际价

格曲线图,这与大多证券公司采用此模型进行权证定价相吻合.

( 3)在剩下的两种模型中,模拟结果不分上下.在 K - T模型中,股票波动率 R为一个随机变量,是 B-

S模型的一种推广,计算结果应更加精确. 但是在实际中, 我们对相关的方程的求解采取了近似处理, 产生

一部分人为误差.

( 4)对于推广的二叉树模型,实际模拟结果比较接近实际曲线图,从而印证了该模型推广形式的实用

性.

( 5) 4种模型模拟结果都很接近市场价, 能较好地应用于我国权证的定价.

( 6)虽然每种模型模拟的结果都比较令人满意,但与权证实际价格曲线图都存在一定的误差.这一方

面说明我们对权证定价因素考虑不全面, 另一方面,未考虑的因素可能会很多,但只是次要的方面.

此外,我们得到以下启示:

为进一步提高模型模拟的精确度,我们给出了权证定价时需考虑的其他因素如下:

( 1) 以上 3种模型都未考虑交易费用,使得权证的价值偏低.

( 2) 标的证券在除权除息时,证券行权比例、行权价格将作相应的调整.这里我们忽略了.

( 3) 理论上,权证的价格由标的股票价格的走势决定,但是目前市场存在不完美因素, 套利机制尚不

能很好地工作,权证供应机制不能很快见效,所以权证价格在很大程度上受市场供求关系的影响.

( 4) 未考虑闭市的情况.

同时,我们可以考虑一些技术因素:

( 1) 对于股票价格波动率 R,文中利用目标时刻过去 180 d股票价格数据,通过统计方法估计出,这在

方法及时间长短的选取上都会产生误差.

( 2) 我们将考虑时刻至到期日的时间分成 30个小段来模拟股票的价格路径,最后时刻共有 31种可能

最终价,而现实价有更多种.

( 3) 在蒙特卡罗模型中,我们通过计算机逻辑运算得到伪随机数, 模拟了一条股票价格路径. 随机的

有限性和模拟次数的不足都降低了模拟的精确度.

为了得到更精确的模拟结果,我们可以对考虑尚欠成熟之处和以上未考虑因素进行更深入的研究.
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