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[摘要 ]  研究了一类具有连续分布滞量含阻尼项的非线性双曲型偏微分方程
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获得了该方程在两类边值条件下解振动的充分条件.
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  由于泛函微分方程在自然科学和工程技术方面的广泛应用,对泛函微分方程的研究发展非常迅速.时滞

双曲型偏微分方程解的振动性,已有很多学者作了大量的研究, 获得了许多成果
[ 1) 7]

,对具有时滞含阻尼项

的双曲型偏微分方程解的振动性的研究成果却不多
[ 8]
, 本文将讨论一类具有连续分布滞量含阻尼项的双曲

型偏微分方程 ( E)
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解的振动性.其中 ( x, t) I 8 @R+ S G, R+ = [ 0, ] ), 8 < Rn有界且58逐片光滑,
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获得了该方程在边值条件 (B1 )

5u (x, t)
5N + g (x, t )u (x, t )= 0,  (x, t) I 58 @R+
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或边值条件 (B2 )

u ( x, t) = 0,  ( x, t) I 58 @R+

之下解的振动性的充分条件,其中 N是 58的单位法向量,并且 g (x, t)是58 @R+上的非负连续函数.

对于方程 (E ),假定成立下列条件:

(C1 ) A ( x, t ) I C (�G; R+ ), A ( t) = m in{A ( x, t), x I �8 } > 0.

(C2 ) B i (x, t, S) I C (�G @ [ a, b ]; R+ ), B i ( t, S) = m in{B i (x, t, S), x I �8 }.

(C3 ) r i ( t, S) I C (R+ @ [ a, b ]; R+ ), ri ( t, S) [ t, ri ( t, S)关于 t, S分别为单调增加函数,且 lim
ty + ]

m in
SI [ a, b]

r i

( t, S) = + ] ( i= 1, 2).

(C4 ) m ( S)是关于 S在 [ a, b ]上的非减实函数,方程 ( E)中的积分为 Stie ltjes积分.

(C5 ) fj ( u ) I C (R; R ),且对 uX 0,存在常数M i > 0,使得
f i ( u )

u
\M i.

(C6 ) p ( t ) I C (R+ ; R+ ), C ( t) I C (R+ ; R+ ), D j ( t, S) I C (R+ @ [ a, b] ; R+ ).

定义  一个定义在 8 @ [ 0, + ] )上的实值可微函数 u (x, t)称为是振动的, 如果对每一个 L> 0, 都存

在一点 ( x0, t0 ) I 8 @ [ L, + ] ),使得 u (x 0, t0 ) = 0, 否则 u( x, t )称为是非振动的.

1 定理 1的证明

定理 1 对于方程 (E )、( B1 ) ,条件 ( C1 ) ~ ( C6 )成立, 若满足

(C7 ) Q+ ]
T exp( Q

t1
N p ( s) ds) dN= + ] ,

(C8 ) Q+ ]
T E

m 1

i= 1
M iQ

b

aB i (F, S) dm ( S) exp( QFr
1
(F, a ) p ( s) ds)Q

r1(F, a)
t1

w ( N) dN dF= + ] (T > 0),

则方程 ( E) , ( B1 )的每一个解在 G内振动.

证明  (反证法 )假设 u ( x, t )是方程 ( E )、( B1 )的非振动解,则存在 L> 0,不妨设有 u ( x, t ) > 0, ( x, t)

I 8 @ [ L, + ] ).由 lim
ty + ]

m in
SI [ a, b]

ri ( t, S) = + ] ,存在 t1 \L> 0,当 t> t1时,有 u( x, ri ( t, S) ) > 0, i= 1, 2.

对方程 (E ) 在 8上关于 x积分,于是当 t\ t1 > 0时可得

d
2

dt
2 Q8 u( x, t ) dx+ p ( t)

d
dt

Q8 u( x, t) dx+ Q8A ( x, t) u ( x, t )dx+

E
m1

i= 1
Q8 QbaB i ( x, t, S)f i ( u( x, r1 ( t, S) ) ) dm (S) dx=

C ( t) Q8 $u ( x, t )dx+ E
m2

j= 1
Qb

aD j ( t, S)Q8 [ $u ( x, r2 ( t, S) ) ] dxdm (S). ( 1)

由 Green公式及边值条件 ( B1 )有:

Q8 $u( x, t ) dx= Q58
5u (x, t)

5N ds= - Q58 g ( x, t ) u( x, t) ds[ 0, ( 2)

 E
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- E
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QbaD j ( t, S) Q58 g ( x, t) u ( x, r2 ( t, S) ) ds dm (S) [ 0. ( 3)

又根据条件 ( C1 ) ~ ( C6 )有:

Q8 A ( x, t) u ( x, t) dx\A ( t )Q8 u (x, t) dx, ( 4)

Q8 E
m1

i= 1
Q
b
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E
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1
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aB i ( t, S) Q8 f i ( u( x, r1 ( t, S) ) )dx dm ( S)\
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E
m 1

i= 1
M iQ

b

aB i ( t, S) Q8 u (x, r1 ( t, S) )dx dm ( S). ( 5)

令 v( t ) = Q8 u ( x, t) dx, 则当 t\ t1 > 0时, v ( t) > 0.于是, 由 (1) - (5)有

vd( t ) + p ( t ) vc( t ) + A ( t ) v( t) + E
m 1

i= 1
M iQ

b
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因此有
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m 1

i= 1
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b

aB i ( t, S) v ( r1 ( t, S) ) dm ( S) [ 0. ( 7)

令 w ( t) = vc( t ) exp Qt

t1
p ( s) ds ,得 wc( t ) = vd( t) exp Qt

t1
p ( s) ds + p ( t) vc( t) exp Qt

t1
p ( s) ds ,

对 ( 7)两边同乘 exp Qt

t1
p ( s) ds ,得

w c( t) + exp Qt

t1
p ( s) ds E

m 1

i= 1
M iQ

b

aB i ( t, S) v ( r1 ( t, S) ) dm ( S) [ 0. ( 8)

因此有 w c( t) [ 0, 亦有 w ( t) [ w ( t1 ).又

Q
t

t1
w (N) dN= Q

t

t1
vc( N) exp Q

N
t1
p ( s) ds dN=

v( N) exp QNt1p ( s) ds
t

t1

- Qt

t1
v( N) p ( N) exp QNt1p ( s) ds dN=

v ( t) exp Qt

t1
p ( s) ds - v( t1 ) - Qt

t1
v( N) p ( N) exp QN

t1
p ( s) ds dN[ v( t) exp Qt

t1
p ( s) ds , ( 9)

w c( t) + E
m

1

i= 1
M iQ

b

aB i ( t, S) dm ( S) exp Qt

r
1
( t, a) p ( s) ds Qr1( t, a )t

1
w ( N) dN[ 0 . (10)

下证当 t\ t1 > 0时, w ( t) \ 0.若不然, w ( t) < 0, 则有 T\ t1 > 0, w (T ) = A< 0.

由 w ( t) = vc( t) exp Qt

t1
p ( s) ds ,得 vc( t) = w ( t) exp Qt1

t p ( s) ds < Aexp Qt1
t p ( s) ds ,因此 v( t) < v

(T ) + AQt

T exp Qt1
t p ( s) ds dN.取极限及由条件 ( C7 )有

lim
ty + ]

v ( t) < v (T ) + AQ+ ]
T exp(Qt1

Np ( s) ds) dN= - ] ,

这与 v ( t) \0矛盾,因此 w ( t) \0.

对 ( 10) 在 [T, t ]上关于 t积分,得

w ( t) [ w (T ) - E
m

1

i= 1
M iQ

t

T QbaB i (F, S) dm ( S) exp QFr
1
(F, a ) p ( s) ds Qr1(F, a)

t
1

w ( N) dN dF,

取极限及由条件 ( C8 )有

lim
ty + ]

w ( t) [ w (T ) - E
m1

i= 1
M iQ

+ ]
T Qb

aB i (F, S) dm (S) exp QF
r1(F, a) p ( s) ds Qr1( F, a )t1

w (N) dN dF= - ] ,

这与 w ( t) \ 0矛盾. 定理 1得证.

2 定理 2的证明

为了证明主要定理,我们引入一个引理

引理
[ 9]  特征值问题

$U( x ) + KU(x ) = 0, x I 8

U( x ) = 0, x I 58
 (K是常数 )

的最小特征值 K0 > 0,且它所对应的特征函数 U0 ( x ) > 0, x I 8.

定理 2 若定理 1中的所有条件都满足,则方程 ( E )、( B2 )的每一个解在 G内振动.

证明  (反证法 )假设 u ( x, t)是方程 ( E )、( B2 )的非振动解, 则存在 L> 0,不妨设有 u ( x, t) > 0,
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( x, t ) I 8 @ [ L, + ] ). 由 lim
ty + ]

m in
SI [ a, b ]

r i ( t, S) = + ] , 存在 t1 \L> 0, 当 t> t1时, 有 u ( x, ri ( t, S) ) > 0,

i= 1, 2.

对方程 ( E )两边乘以 U0 ( x )并在 8上关于 x积分,于是当 t\ t1 > 0时可得

d
2

dt
2 Q8 U0 ( x ) u (x, t) dx+ p ( t)

d
dt

Q8 U0 ( x )u ( x, t ) dx+ Q8 U0 ( x )A ( x, t) u( x, t) dx+

E
m

1

i= 1
Q8 U0 ( x ) QbaB i ( x, t, S) fi ( u (x, r1 ( t, S) ) ) dm ( S) dx =

C ( t) Q8 U0 ( x ) $u ( x, t )dx+ E
m2

j= 1
Qb

aD j ( t, S)Q8 [ U0 (x )$u( x, r2 ( t, S) ) dm (S) ] dx. (11)

利用 G reen公式及边值条件 ( B2 ) ,有

Q8 U0 ( x ) $u ( x, t) dx= Q8 u( x, t )$U0 ( x ) dx = - K0 Q8 u ( x, t) U0 ( x ) dx [ 0 , (12)

      E
m2

j= 1
QbaD j ( t, S) Q8 U0 ( x ) $u (x, r2 ( t, S) ) dx dm ( S) =

        - K0 E
m

2

j= 1
QbaD j ( t, S) Q8 U0 (x ) u (x, r2 ( t, S) ) dx dm ( S) [ 0. (13)

又根据条件 ( C1 ) ~ ( C6 )有

Q8 U0 (x )A ( x, t) u ( x, t) dx\A ( t )Q8 U0 ( x ) u( x, t ) dx, (14)

    E
m1

i= 1
Q8 U0 (x )Q

b

aB i (x, t, S) f i (u ( x, r1 ( t, S) ) ) dm (S) dx \

      E
m1

i= 1
Qb

aB i ( t, S) Q8 U0 ( x ) f i ( u ( x, r1 ( t, S) ) ) dx dm ( S) \

      E
m1

i= 1
M iQ

b

aB i ( t, S) Q8 U0 ( x ) u (x, r1 ( t, S) ) dx dm ( S) . (15)

令 v( t ) = Q8 U0 ( x ) u (x, t) dx,则当 t\ t1 > 0时, v( t) > 0.于是由 ( 11) ~ ( 15)有

vd( t) + p ( t ) vc( t) + A ( t) v ( t) + E
m

1

i= 1
M iQ

b

aB i ( t, S) v ( r1 ( t, S) ) dm ( S) [ 0. (16)

以下证明与定理 1相应部分的证明相类似.定理 2得证.
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