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[摘要 ]  考虑了一类具有时滞增长反应及脉冲输入营养基的 M onod-H aldane恒化器模型 .获得微生物灭绝周期

解全局吸引的充分条件 ,并运用脉冲时滞微分方程的相关理论和方法, 证明了系统在适当的条件下是持久的, 结

论还表明该时滞是有害时滞.
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Abstrac t: A M onod-H aldane chem ostat m ode lw ith de layed grow th response and im pu ls ive input concentra tion o f the nu-

tr ient was considered. The sufficien t cond itions for the g loba l a ttractiv ity of m icroo rganism-ex tinction per iodic so lution

w ere obta ined. Furtherm ore, using co rresponding theor ies and m ethods of im pu ls ive de layed d iferential equation, it w as

proved that the sy stem w as perm anent under appropr ia te cond itions. The results show ed tha t tim e de lay w as profitless.
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  恒化器是用于微生物培养的一种实验装置,相当于一个简化的湖泊模型,它具有湖泊和海洋中单细胞

藻类浮游生物生长的近似条件,可以用来模拟浮游生物的生长. 最近几年, 微生物的连续培养在文献 [ 1,

2]中已经做了研究,并且获得了一些有趣的结论. 许多学者指出考虑周期干扰是必要的也是重要的, 因

为周期干扰的模型可以更真实反映自然现象 (例如,洪水季节性泛滥,动物季节性交配,季节性收获 ). 与

突然性的干扰相联系的系统是脉冲微分方程,文献 [ 3]对此做了集中而且系统的研究. 虽然 Monod模型

在描述定态增长率上获得了一定成功
[ 4, 5]

, 但发现在恒化器实验中, 预知与测定关于不是全局吸引的平

衡态上的初始值的瞬时情况时是不合适的. 因为, 当环境变化时, 微生物会发生生长反应迟滞
[ 6 ]

. 因此,

本文考虑具有时滞增长反应及脉冲输入营养基的 Monod-Ha ldane恒化器模型:

S c( t) = - DS ( t) -
u1S ( t) x1 ( t)

D1 (A 1 + S ( t) + B 1S
2
( t ) )

-
u2S ( t) x2 ( t)

D2 (A 2 + S ( t) + B 2S
2
( t ) )

,

xci ( t ) = - Dxi ( t) + e
-DSi u iS ( t - Si ) xi ( t - Si )

A i + S ( t- Si ) + B iS
2
( t - Si )

, i = 1, 2,

t X nT,

S ( t
+
) = S ( t) + CS0, x i ( t

+
) = xi ( t), i = 1, 2, t = nT, n = 1, 2, ,

S (0
+

) \ 0, xi ( 0
+

) \ 0, i = 1, 2.

( 1)
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这里 S ( t) 表示 t时刻在培养基内未耗尽的营养液的浓度, 并且 xi ( t) ( i = 1, 2)表示在 t时刻微生物种群

的数量, S0和 D都是正的常数并分别表示微生物生长所需要的营养液浓度量及恒化器的流速率, T = C/D

是脉冲周期, CS0是在每个脉冲的 T时刻控制流入的培养基的量, DS0表示单位时间内平均被加入的培养

基的量.常数 Si \ 0( i = 1, 2) 表示营养液向微生物转化的迟滞时间, 正的常数 e
-DSi ( i = 1, 2) 是必须的,

因为假设目前微生物数量的变化量依赖于在过去的 Si ( i = 1, 2)时刻前营养液消耗量及在 Si ( i = 1, 2)单

位时间内微生物的死亡量, S ( nT
+
) = lim

n y nT+
S ( t ),且 S ( t) 在 t = nT时刻左连续, 即 S ( nT ) = lim

n y nT-
S ( t).

根据时滞微分方程理论,为把系统 (1)应用到种群动力学中去,我们总是假设系统 ( 1)的解满足初始

条件

( <1 ( s), <2 ( s), <3 ( s) ) I C+ = C ( [- S, 0], R
3
+ ), <i ( 0) > 0 ( i = 1, 2, 3). ( 2)

为方便起见, 我们给出下列系统的基本性质:

Sc( t ) = - DS ( t), t X nT,

S ( t
+
) = S ( t) + CS0, t = nT,

S ( 0
+
) = S10 \ 0.

( 3)

引理 1
[ 7]  系统 (3)有一个正的周期解 S

*
( t)且对系统 ( 3)满足初始条件 S10 \ 0的每一个解 S ( t),

当 t y ] 时, | S ( t ) - S
*
( t) | y 0, 而且 ( i)若 S10 \

CS0

1 - e
-DT, 则 S ( t) \ S

*
( t); ( ii)若 S10 <

CS0

1 - e
-DT,

则 S ( t ) < S
*
( t ), 这里 S

*
( t) =

CS0 e
-D ( t-nT)

1 - e
-DT , t I ( nT, ( n + 1)T ] , n I N, S

*
( 0

+
) =

CS0

1 - e
-DT.

引理 2 假设 (S ( t ), x1 ( t), x2 ( t) )是系统 ( 1)满足初始条件 ( 2)的任意解, 则存在常数 M > 0及充

分小的 E > 0使 S ( t) [ M, x1 ( t) [ M, x2 ( t) [ M.

证明  让 ( S ( t), x1 ( t ), x 2 ( t) ) 表示系统 ( 1)满足初始条件 ( 2)的任意解. 令

W ( t) = S ( t ) + e
DS1 1

D1
x1 ( t+ S1 ) + e

DS2 1

D2
x2 ( t + S2 ).

沿着系统 (1)的轨线计算 W ( t)的上右导数

W c( t) = - D (S ( t ) + e
DS1 1

D1
x1 ( t+ S1 ) + e

DS2 1
D2
x2 ( t + S2 ) ) = - DW ( t).

当 t = nT, n I N, W ( t
+
) = W ( t) + CS0,由 [ 3]的引理 2. 2, 得

W ( t) > W (0
+
) e

-D t
+ CS0

e
-D ( t-T)

1 - e
-DT + CS0

e
DT

e
DT

- 1
y CS0

e
DT

e
DT

- 1
, t y ] .

由 W ( t)的定义知存在常数 M > 0, 当 t充分大时,有 S ( t ) [ M, x1 ( t ) [ M, x2 ( t ) [ M.证毕.

1 微生物灭绝

恒化器中的微生物种群的灭绝性,就是微生物从恒化器中完全缺失, 即 xi ( t) = 0 ( i = 1, 2), t \ 0.

由引理 1知系统 ( 1)有一个微生物灭绝周期解 ( S
*
( t), 0, 0), t I ( nT, ( n + 1)T ] , n I N, 下面给出微生

物灭绝周期解全局吸引的条件:

定理 1 设 ( S ( t), x1 ( t ), x2 ( t) ) 是系统 ( 1)的任意解.如果 R1 < 1成立,那么系统 ( 1) 的微生物灭

绝周期解 (S
*
( t), 0, 0)是全局吸引的,其中 R 1 = max

u1Fe
-DS1

D (A 1 + F)
,

u2Fe
-DS2

D (A 2 + F)
, F=

CS0

1 - e
-DT.

证明  设 ( S ( t), x1 ( t), x2 ( t) ) 是系统 ( 1)满足初始条件 ( 2)的任意一个解.由 R 1 < 1,可以选择充

分小的正常数 E使得

u1Ge
-DS1

A 1 + G
- D < 0, ( 4)

其中 G=
CS0

1 - e
-DT + E. 从系统 (1)的第一个方程得 Sc( t ) [ - DS ( t ). 于是我们考虑下面的脉冲微分不等

式:

)7)
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Sc( t) [ - DS ( t), t X nT, n I N,

S ( t
+
) = S ( t) + CS0, t = nT, n I N.

( 5)

由脉冲微分方程的比较定理
[ 3]
,得 lim sup

t y ]
S ( t) [

CS0

1 - e
-DT. 因此, 存在一个正整数 n1及一个任意小的正

常数 E使对 t \ n1T, 有

S ( t) [
CS0

1 - e
-DT + E = : G. ( 6)

由 ( 6)及系统 ( 1), 对于 t> n1T + S1, 有 xc1 ( t) [
u1 Ge

-DS1

A 1 + G
x1 ( t- S1 ) - Dx1 ( t). 考虑下面的比较方程

dz ( t)

dt

=
u1 Ge

-DS
1

A 1 + G
z ( t- S1 ) - Dz ( t ).根据 [ 8] 及 (4)式,易知 l im

t y ]
z ( t) = 0.对于 s I [ - S1, 0] , 有 x1 ( s) = z( s)

= < 2 ( s) > 0,根据微分方程的比较定理及解的非负性 (即 x1 ( t ) \ 0)知, 当 t y ] 时, 有 x1 ( t) y 0.同

理,可得当 t y ] 时, 有 x2 ( t ) y 0.不失一般性,假设 0 < xi ( t ) < E( i = 1, 2), 对于所有 t \ 0,根据系统

( 1)的第一个方程, 有

Sc( t ) \- (D +
u1E
D1 A 1

+
u2E
D2 A 2

)S ( t ).

考虑下面的脉冲系统

zc1 ( t) = - (D +
u1E
D1 A 1

+
u2E
D2 A 2

) z1 ( t), t X nT, n I N,

z1 ( t
+
) = z1 ( t) + CS0, t = nT, n I N,

z1 ( 0
+
) = S ( 0

+
).

( 7)

于是, 当 nT < t [ ( n + 1)T时, z1
~

( t) =
CS0 e

- (D +
u1E
D1A 1

+
u 2E
D2A 2

) ( t- nT)

1 - e
- ( D+

u1E
D1A 1

+
u2E
D2A 2

) T
是系统 ( 7)的全局渐近稳定正周期解. 因此,

z1
~

( t) [ S ( t ), 且当 Ey 0时, z1
~

( t) y S
*
( t ). 根据脉冲方程的比较定理

[ 3]
, 对任意 E1 > 0, 存在 T 1 > 0

使对 t > T 1,有

S ( t ) > z1
~

( t) - E1. ( 8)

另一方面, 由系统 ( 1) 的第一个方程, 得 S c( t) [ - DS ( t ). 同理根据脉冲方程的比较定理
[ 3]
,可以得到

S ( t ) < z2
~

( t) + E1, ( 9)

这里 z2
~

( t) = S
*
( t ), nT < t [ ( n + 1)T.令 Ey 0( t足够大 ), 由 ( 8)和 ( 9)得

S
*
( t) - E1 < S ( t) < S

*
( t) + E1,

这意味着当 t y ] 时, S ( t) y S
*
( t).证明完毕.

推论 1 设 (S ( t), x1 ( t), x 2 ( t) ) 是系统 ( 1)的任意解.如果下列条件之一成立,那么系统 (1)的微生

物灭绝周期解 (S
*
( t), 0, 0)是全局吸引的.

( 1) CS0 < m in
DA 1 ( 1- e

-DT

)

u1 e
-DS1 - D

,
DA 2 (1 - e

-DT

)

u2 e
-DS2 - D

;

( 2) T > max 1
D

ln
DA 1

( 1 + DCS0 )DA 1 - u1CS0 e
-DS

1
,

1
D

ln
DA 2

(1 + DCS0 )DA 2 - u2CS0 e
-DS

2
;

( 3) S1 >
1
D

ln
u1CS0

DA 1 ( 1 - e
-DT

) + DCS0

且 S2 >
1
D

ln
u2CS0

DA 2 ( 1 - e
-DT

) + DCS0

.

2 永久持续生存性

下面给出系统持续生存的条件.

定理 2 设 ( S ( t), x1 ( t), x2 ( t) )是系统 (1)的任意解. 如果 R 2 > 1成立, 那么系统 ( 1)的微生物种

)8)
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群是持续生存的,其中 R2 = m in
u1CS0 e

-DS1

D ( ( e
AT
- 1) (A 1 + B 1M

2
) + CS0 )

,
u2CS0 e

-DS2

D ( ( e
BT
- 1) (A 2 + B2M

2
) + CS0 )

,

A = D +
u2M

D2A 2

, B = D +
u1M

D1A 1

.

证明  假设 (S ( t), x1 ( t), x 2 ( t) ) 是系统 ( 1)满足初始条件 (2)的任意一个正解. 根据系统 ( 1)的第

一个方程,有 Sc( t) \- (D +
u1M

D1 A 1
+

u2M

D2 A 2
) S ( t).考虑下面的脉冲比较系统:

vc1 ( t ) = - D +
u1M

D1 A 1
+

u2M

D2 A 2

v1 ( t), t X nT, n I N,

v1 ( t
+
) = v1 ( t) + CS0, t = nT, n I N,

v1 (0
+
) = S ( 0

+
).

(10)

于是, 当 nT < t [ ( n + 1)T时, v1
~

( t ) =
CS0 e

- (D +
u1M

D1A 1
+
u2M

D2A 2
) ( t- nT )

1 - e
- (D +

u1M

D1A 1
+
u2M

D2A 2
)T
是系统 ( 10)的全局渐近稳定的正周期解.因

此,对于充分大的 t,有 S ( t) \ v1
~

( t ) - E, 令 m ·
CS0 e

- (D +
u1M

D1A 1
+
u2M

D2A 2
) T

1 - e
- (D +

u1M

D1A 1
+
u2M

D2A 2
)T
- E, 则有 S ( t) \ m. 把 (1)的第二个

方程当 i = 1时改写为

x1c( t) =
u1 e

-DS
1
S ( t)

A 1 + S ( t) + B 1S
2
( t )

- D x1 ( t) - u1 e
-DS1 d

dt Q
t

t- S1

S ( H) x1 ( H)

A 1 + S (H) + B1S
2
( H)

dH. (11)

定义

V1 ( t) = x1 ( t) + u1 e
-DS

1 Q
t

t- S1

S (H) x1 ( H)

A 1 + S ( H) + B1S
2
(H)

dH.

沿着系统 (1)的解, 计算 V1 ( t )的导数, 并根据 ( 11) 式, 得

dV1 ( t)

dt
= u1 e

-DS
1 S ( t)

A 1 + S ( t) + B 1S
2
( t)

- D x1 ( t ).

由于 R 2 > 1, 可以选择 l1 > 0, l2 > 0, 使得

D +
u1 l1

D1A 1

+
u2M

D2A 2

=
1

T
ln(

u1CS0 e
-DS

1

D (A 1 + B1M
2
)
-

CS0

A 1 + B1M
2 + 1),

D +
u1M

D1A 1
+
u2 l2

D2A 2
=

1
T

ln(
u2CS0 e

-DS2

D (A 2 + B2M
2
)
-

CS0

A 2 + B2M
2 + 1).

选择充分小的 E1 > 0使得

u1 G1 e
-DS1

D (A 1 + B1M
2
+ G1 )

> 1, (12)

其中 G1 =
CS0 e

- (D+
u 1l1
D1A 1

+
u2M

D2A 2
)T

1 - e
- ( D+

u1l1
D1A 1

+
u 2M

D2A 2
) T
- E1.我们声称对于充分大的 t, 有 xi \ li ( i = 1, 2).将分 2个步骤加以证明.

步骤 1 证明存在 t1, t2 > 0,使得 x1 ( t1 ) > l1, x2 ( t2 ) > l2. 否则的话,存在 3种情形:

( i) 存在 t2 > 0,使得 x2 ( t2 ) \ l2,且对于所有的 t > 0, 有 x1 ( t) < l1;

( ii) 存在 t1 > 0,使得 x1 ( t1 ) \ l1,且对于所有的 t > 0, 有 x2 ( t ) < l2;

( iii) 对于所有的 t > 0, 有 x1 ( t ) < l1, x2 ( t) < l2.

对于情形 ( i),有

Sc( t) \ - (D +
u1 l1

D1 A 1

+
u2M

D2 A 2

) S ( t). (13)

)9)
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同样根据脉冲方程的比较定理
[ 3]
,存在T 1 > 0,当 t > T 1 + S1时,有 S ( t ) \ v2

~

( t) - E1 >
CS0 e

- ( D+
u1l1
D1A 1

+
u2M

D2A 2
) T

1 - e
- (D +

u1l1
D1A 1

+
u2M

D2A 2
) T

- E1 · G1. 这里 v2
~

( t ) =
CS0 e

- (D +
u1l1
D1A 1

+
u2M

D2A 2
) ( t- nT )

1 - e
- (D +

u1l1
D1A 1

+
u2M

D2A 2
)T

, nT < t [ ( n + 1)T.故有

dV1 ( t)

dt
\ D

u1 e
-DS

1G1

D (A 1 + G1 + B 1M
2
)
- 1 x1 ( t), t > T 1. (14)

令 x
l

1 = m in
tI [T1, T1+S1]

x1 ( t ). 我们声称 x1 ( t ) \ x
l

1对所有的 t \ T 1.否则,存在一个非负常数 T 2使 x 1 ( t) \ x
l

1,

t I [T 1, T 1 + S1 + T 2 ] , x1 (T 1 + S1 + T 2 ) = x
l

1和 xc1 (T 1 + S1 + T 2 ) [ 0成立. 于是由系统 (1)的第二个

方程和 ( 12), 易知

xc1 (T 1 + S1 + T 2 ) \ D
u1 e

-DS1G1

D (A 1 + G1 + B 1M
2
)
- 1 x

l

1 > 0,

矛盾. 因此, 对所有的 t \ T 1, 有 x1 ( t) \ x
l

1 > 0.由 (14),得

dV1 ( t )

dt
\ D

u1 e
-DS

1G1

D (A 1 + G1 + B 1M
2
)
- 1 x

l

1 > 0, t > T 1,

这意味着当 t y + ] 时, V1 ( t ) y + ] . 这与 V1 ( t ) [ M (1 + e
-DS

1
u1M

A 1
S1 )矛盾. 因此 x1 ( t) < l1不可能对

于所有的 t > 0成立. 同理可证明情形 ( ii) .

接下来考虑情形 ( iii). 选择充分小的 E2 > 0使得

u1 G2 e
-DS1

D (A 1 + B1M
2
+ G2 )

> 1, (15)

其中 G2 =
CS0 e

- (D+
u 1l1
D1A 1

+
u2l2
D2A 2

)T

1 - e
- ( D+

u1l1
D1A 1

+
u2l2
D2A 2

) T
- E2.由情形 ( ii i)的假设,有

Sc( t) \ - (D +
u1 l1

D1 A 1
+

u2 l2

D2 A 2
) S ( t). (16)

同样根据脉冲方程的比较定理,存在 T 3 > 0,当 t > T 3 + S1时,有 S ( t) \ v3
~

( t) - E2 >
CS0 e

- (D+
u1l1
D1A 1

+
u2l2
D2A 2

)T

1 - e
- (D +

u1l1
D1A 1

+
u2l2
D2A 2

) T
-

E2 · G2.其中 v3
~

( t) =
CS0 e

- (D +
u 1l1
D1A 1

+
u2l2
D2A 2

) ( t- nT)

1 - e
- ( D+

u1l1
D1A 1

+
u 2l2
D2A 2

) T
, nT < t [ ( n + 1)T, 故有

dV 1 ( t)

dt
\ D

u1 e
-DS

1 G2

D (A 1 + G2 + B1M
2
)
- 1 x1 ( t ). (17)

与前面的讨论相似,当 t y + ] 时, V1 ( t) y + ] ,矛盾.

步骤 2 一方面,如果对于所有足够大的 t有 x 1 ( t) \ l1, 则我们的目的已经达到了.另一方面, x1 ( t)

关于 l1振荡.令 l
*

= m in
l1

2
, l1 e

-DS
1 . 我们声称 x1 ( t ) \ l

*
. 下面, 我们就来说明 x1 ( t) \ l

*
.存在两个

正常数 �t, X, 使 x1 (�t ) = x1 (�t+ X) = l1及 x1 ( t) < l1,对 �t < t < �t+ X.当 �t足够大, 不等式 S ( t ) \ max{G1,

G2 }对于 �t < t < �t+ X满足. 因为 x1 ( t)连续有界且不受脉冲影响, 可以推得 x1 ( t)是一致连续.因此存在

常数 T 4 (这里 0 < T 4 < S1, T 4不依赖于 �t的选择 )使对所有的 �t [ t [ �t+ T 4, 有 x1 ( t) >
l1

2
. 如果 X [ T 4,

目的达到.如果 T 4 < X [ S1, 由系统 (1)的第二个方程,对 �t < t [ �t+ X, 有 x1 c( t) \- D x1 ( t ).从而因

为 x1 (�t ) = l1, 对于 �t < t [ �t+ X [ �t+ S1, 我们可得 x1 ( t) \ l1 e
-DS

1,显然, 对�t < t [ �t + X,有 x1 ( t ) \

l
*
. 如果 X \ S1, 对于 �t < t [ �t + S1, 有 x1 ( t ) \ l

*
. 于是, 和上面声称的一样继续进行讨论, 我们获得

)10)
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x 1 ( t) \ l
*
对于 �t+ S1 [ t [ �t + X成立. 因为 [�t, �t+ X] 任意选择的 (只需 �t足够大 ),可得当 t足够大时,

有 x1 ( t) \ l
*
. 由上面的讨论可以看出 l

*
的选择不依赖于 ( 1)的正解, 且当 t充分大时, x1 ( t) \ l

*
成

立.同理可证 x2 ( t) \ l
* *

,其中 l
* *

= m in
l2

2
, l2 e

-DS2 .证毕.

推论 2 设 (S ( t), x1 ( t), x 2 ( t) ) 是系统 ( 1)的任意解.如果下列条件之一成立,那么系统 (1)的微生

物种群是持续生存的.其中 A = D +
u2M

D2A 2

, B = D +
u1M

D1A 1

.

 ( 1) CS0 > m ax
D ( e

DT
- 1) (A 1 + B1M

2
)

u1 e
-DS1 - D

,
D ( e

DT
- 1) (A 2 + B 2M

2
)

u2 e
-DS2 - D

;

 ( 2) T < m in 1

A
ln
u1CS0 e

-DS1 + D (A 1 + B1M
2
) - DCS0

D (A 1 + B 1M
2
)

,
1

B
ln
u2CS0 e

-DS2 + D (A 2 + B 2M
2
) - DCS0

D (A 2 + B 2M
2
)

;

 ( 3) S1 <
1

D
ln

u1CS0

D ( ( e
AT
- 1) (A 1 + B1M

2
) + CS0 )

且 S2 <
1

D
ln

u2CS0

D ( ( e
BT

- 1) (A 2 + B 2M
2
) + CS0 )

.

3 讨论

定理 1和推论 1表明小的脉冲输入量 CS0,大的脉冲周期以及大的生长时滞将导致恒化器中微生物灭

绝, 也就是微生物培养失败, 反之, 恒化器中微生物能够持续生存. 显然, 如果连续培养和脉冲培养都能

获得微生物的话, 后者要好于前者, 因为脉冲培养能够节约培养基. 微生物的灭绝与否决定于在每一次

nT时刻的营养液的脉冲输入量 CS0以及脉冲周期的长短.同时,我们也可以看到微生物的灭绝与持久也依

赖于微生物生长繁殖的迟滞.当生长繁殖期滞后太长时, 微生物的持久性消失, 作为消费者的微生物灭

绝,我们称之为 /有害 0时滞. 这表明模型的动力学行为对生长时滞非常敏感.直觉反映的生物意义是: 如

果从吸收营养液到微生物的转化花费太多的时间,则微生物将灭绝. 这意味着时滞对模型的动力学行为

有重要的影响.
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