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[摘要 ]  主要证明了以下定理: 设 f是超越整函数, R是非常数有理函数, k、m是两个不同的正整数, d = ( k, m )

是 k、m 的最大公约数.若 f, f (k ) , f (m ) CM分担 R, 那么 f = f (d) .
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Abstrac t: The theorem was proved: Le tf be a transcendenta l entire function, R be a nonzero rationa l functions, k andm

be tw o d istinct positiv e integ ers, and d = ( k, m ) be the greatest comm on d iv isor of k andm . If f, f ( k) and f (m ) shareR

CM, then f = f (d ) .

K ey words: entire functions, rationa l functions, un ic ity theorem

 收稿日期: 2008-02-11.

基金项目:国家自然科学基金 ( 10671093)资助项目.

通讯联系人:朱颖中,硕士研究生,研究方向:复分析. E-m a i:l zhuyz1983@ 163. com

  迄今为止全平面上亚纯函数的惟一性已有许多结果 [ 1- 7 ]
.其中 Jank-M ues-V o lkm ann于 1986年在文

[ 5]中证明了以下一个亚纯函数与导函数的惟一性定理.

定理 A  设 f是非常数亚纯函数, a是非零有限复数. 若 f, f c, f dCM分担 a, 那么 f S f c.

这里函数 f和 g CM分担复数 a是指 f - a和 g - a有相同的零点, 并且相应的重级也相同 (详见文

[ 6] ). 由定理 A, 下面的问题是自然的.

问题 1 设 f是非常数亚纯函数, a是非零有限复数, k、m ( k < m )是两个不同的正整数.如果 f, f
( k )
,

f
(m )

CM分担 a, 那么有 f S f
( k )
吗?

该问题在文 [ 6 - 9]中都有涉及.根据文 [ 10]中的反例,一般而言是得不到 f S f
( k)
的,但此时我们能

得到如下结论:

定理 B
[ 11]  设 f是非常数整函数, a是非零有限复数, k、m是两个不同的正整数, ( k, m )是 k、m的最大

公约数.如果 f, f
( k)
, f

(m )
CM分担 a, 则 f

( k)
= f

(m)
.

我们推广了定理 B, 得到了如下结果:

定理 1 设 f是超越整函数, R是非常数有理函数, k、m是两个不同的正整数, d = ( k, m )是 k、m的最

大公约数.如果 f, f
( k)
, f

( m)
CM 分担 R,则 f = f

(d )
.

文中我们将使用 N evan linna理论中的标准符号和基本结论而不另加说明, 详细情况请参阅文 [ 5, 12-

14] ,这里就不再赘述.
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1 主要引理

我们用 Pd [ f ]来表示一个微分多项式, f的级 Q< ] .用 P [ f ]表示 Pd [ f ]的集合.

引理 1
[ 7]  设 aj ( z )是级 [ Q( < ] ) 的整函数, gj ( z )是整函数使得 g i - gj ( i X j) 是超越函数或次

数大于 Q的多项式.若E
n

j= 1

aj ( z ) e
g
j
( z ) S a0 ( z),则 aj ( z ) S 0( j = 0, 1, ,, n).

引理 2 设 f、A是非常数整函数, R是非常数有理函数, k是正整数. 若 f
( k )

= R + e
A
f ,那么对于任意

正整数 j (1 [ j [ k - 1), 我们有 f
( k+ j )

= C0, jf + C1, j fc+ , + Cj, jf
( j )

+ R
( j)
, 整函数 Ci, j满足

C0, j

s

Cj, j

=

A 0, 1, j e
A

s

A j, 1, j e
A

,

其中 A i, 1, j =
j!

i! ( j - i)!
e
- A
( e

A
)
( j- i)

=
j!

i! ( j - i)!
( ( Ac) ( j- i)

+ P j- i- 1 [Ac] ) ( 0 [ i [ j). 特别地, A j, 1, j S 1( 1

[ j [ k - 1).当 d [ 0时, Pd [ Ac] S 0.

证明  用数学归纳法, 证明过程及方法与文 [ 11]中的引理 6基本相同, 详细过程请参阅文 [ 11] .

引理 3 设 f、A是非常数整函数, R是非常数有理函数, k是正整数, f
( k)

= R + e
A
f.对任意正整数 j(\

k ), j = sk + l( s\ 1, 0 [ l [ k - 1),则 f
( k+ j )

= C- 1, j + C0, jf + C1, j fc+ , + Ck- 1, jf
( k-1 )

+ R
( j )
,其中 Ci, j满

足:

C- 1, j

C0, j

s

Cl, j

Cl+ 1, j

s

Ck- 1, j

=

A - 1, 1, j e
A
+ E

s- 1

t= 2

A - 1, t, j ( e
A
)
t
+ A - 1, s, j ( e

A
)
s

A 0, 1, j e
A
+ E

s

t= 2

A 0, t, j ( e
A
)
t
+ A 0, s+ 1, j ( e

A
)
s+ 1

s

A l, 1, j e
A
+ E

s

t= 2
A l, t, j ( e

A
)
t
+ A l, s+ 1, j ( e

A
)
s+ 1

A l+ 1, 1, j e
A
+ E

s- 1

t= 2

A l+ 1, t, j ( e
A
)
t
+ A l+ 1, s, j ( e

A
)
s

s

A k- 1, 1, j e
A
+ E

s- 1

t= 2
A k- 1, t, j ( e

A
)
t
+ Ak- 1, s, j ( e

A
)
s

,

A i, t, j满足:

A -1, s, j

A 0, s+ 1, j

s

A l- 1, s+ 1, j

A l, s+ 1, j

A l+ 1, s, j

s

A k- 1, s, j

=

R- 1, s, j ( Ac)
l

+ P l- 1 [Ac, R ]

C0, s+1, j ( Ac) l + P l- 1 [Ac]

s

C l- 1, s+ 1, j Ac+ P0 [Ac]

1

C l+ 1, s, j (Ac)k- 1
+ Pk- 2 [ Ac]

s

Ck- 1, s, j (Ac) l+ 1
+ P l [Ac]

,

C i, s+ 1, j ( 0 [ i [ l - 1) 和 C i, s, j ( l + 1 [ i [ k - 1) 是正整数, R- 1, s, j 是非零有理函数, A i, 1, j =

j!

i! ( j - i)!
e
- A
( e

A
)
( j- i)

=
j!

i! ( j - i)!
( ( Ac) ( j- i)

+ P j- i- 1 [Ac, R ] ) (0 [ i [ j). 当 d [ 0时, Pd [ Ac, R ] S 0.

证明  用数学归纳法, 证明过程及方法与文 [ 11]中的引理 7完全相同, 详细过程请参阅文 [ 11] .

引理 4
[ 11]  设 $j是如下矩阵
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C0, j C0, j+ 1 , C0, j+ k- 1

C1, j C1, j+ 1 , C1, j+ k- 1

s s w s

Ck-1, j Ck- 1, j+ 1 , Ck- 1, j+ k- 1

,

Ci, j是引理 2、3中定义的函数 (当 1 [ j [ k- 1( i > j) 时, 令 Ci, j = 0). 记 det( $j )是 $j的行列式.当 j =

sk + l( j \ 1, s \ 0, 0 [ l [ k - 1) 时, det($j ) = ( ( Ac) kj + Pkj- 1 [Ac, R ] ) ( e
A
)
k
+ E

( s+ 1) k+ l-1

t= k+ 1
A t, j ( e

A
)
t
+ (-

1)
l( k- l)

( e
A
)
( s+ 1) k+ l

(A t, j I P [ Ac, R ] ).

2 定理 1的证明

证明  根据题设,存在两个整函数 A( z ), B( z) 满足

f
( k)

( z ) - R ( z ) = e
A(z )

[ f ( z ) - R ( z ) ] , ( 1)

f
( m)

( z ) - R ( z) = e
B
( z)
[ f ( z ) - R ( z ) ]. ( 2)

下面我们考虑两种情形:

情形 1 A, B至少有一个是常数.不妨设 A是常数, 令 e
A
= c.由 ( 1)得 f

k
- cf = (1 - c)R.

当 c = 1时, 解方程 f
k
- f = 0, 得

f ( z ) = E
q

j= 1
C j e

K
j
z

, ( 3)

这里 q是正整数, C j、Kj ( 1 [ j [ q) 是非零常数满足 ( Kj )
k
= 1( Ki X Kj, iX j).根据 (2)、( 3)有 Q( e

B
) [

1. 于是 e
B
= d e

Lz
, d (X 0)、L是常数. 再根据 (2)、( 3)可得

- R + E
q

j= 1
(Kj )

m
C j e

Kjz = - Rd e
Lz
+ E

q

j= 1
C j d e

( Kj+ L) z. ( 4)

对 ( 4)应用引理 1可得 L = 0, (Kj )
m
= d = 1.从而 f

( m) S f
( k) S f , 于是 f = f

(d )
.

当 c X 1时, 此时 R是一个非常数多项式. 同上讨论可得 R为常数, 矛盾.

情形 2 A, B都不是常数. 我们证明这种情形不会出现. 不失一般性, 我们假设 k < m. 设F ( z ) = f ( z)

- R ( z ). 根据 ( 1)和 ( 2) 我们有

F
( k)

= (R - R
( k)

) + e
A
F , ( 5)

F
( m)

= (R - R
(m )

) + e
B
F. ( 6)

构造函数

< =
(R - R

( k)
)F

(m)
- (R - R

(m )
)F

( k)

F
. ( 7)

由 ( 5)和 ( 6) 可得

< = (R - R
( k)

) e
B
- (R - R

( m)
) e

A
. ( 8)

下面我们考虑两种子情形:

情形 2. 1 < S 0.根据 (8)我们得到 e
A-B

=
R - R ( k )

R - R (m )
, 由于右端当 z y ] 时极限为 1,由刘维尔定理,

e
A- B
为常数, 进而有 e

A- B
= 1.于是 e

A
= e

B
.由此及 (1)、( 2), 我们得 f

( m)
- f

( k)
= 0.解该微分方程有

f ( z ) = b ( z) + E
q

j= 1

C j e
Kjz, ( 9)

其中 b是一个多项式, degb [ k- 1( s [ m - k)是正整数, C j、Kj是非零常数满足 ( Kj )
m-k

= 1( Ki X Kj, iX

j). 根据 ( 1)和 ( 9), 我们知道 Q( e
A
) [ 1,于是 e

A
= C e

cz
,其中 c、C是非零常数. 因此根据 (1)和 (9), 我们

可得

- R + E
s

j= 1

( Kj )
k
C j e

Kjz = ( b ( z ) - R )C e
cz
+ E

s

j= 1

CC j e
(Kj+ c) z

. (10)

对 ( 10)应用引理 1, 我们得到 c = 0, 矛盾.
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情形 2. 2 < ¢ 0. 则 T ( r, < ) = m ( r, < ) + O ( logr ) = S ( r, F ). 由 ( 8) 有
(R - R

( k)
) e

B

<
= 1 +

(R - R
(m)

) e
A

<
.因此根据第二基本定理可得:

T r,
(R - R

( k)
) e

B

<
[ �N r,

(R - R
( k)

) e
B

<
+ �N r,

<
(R - R

( k)
) e

B +

�N r,
<

(R - R
(m )

) e
A + S r,

(R - R
( k)

) e
B

<
[ S ( r, F ) + S r,

(R - R
( k )

) e
B

<
.

联立 ( 8)有 T ( r, e
B
) = S ( r, F ), T ( r, e

A
) = S ( r, F ), 进而可得 T ( r, e

A
) + T ( r, e

B
) = S ( r, F ).

当 0 [ j [ k - 1时, 令 p i, j = Ci, m- k+ j ( i = - 1, 0, 1, ,, k - 1) ,其中 Ci, j是引理 2 ~ 4中定义的函数.

根据引理 2、3,我们有 F
(m+ j)

= F
( k+m- k+ j )

= p- 1, j + p 0, jF + p1, jFc+ , + pk-1, jF
( k- 1)

+ R
(m- k+ j )

( j = 0, 1, ,,

k- 1).另一方面,根据引理 2, F
( m+ j )

= q0, j e
B
F + q1, j e

B
Fc+ , + qj, j e

B
F

( j )
+ R

( j )
( 0 [ j [ k- 1),其中 qi, j ( i

[ j ) 是关于 Bc的微分多项式.特别地, qj, j S 1( j = 1, 2, ,, k - 1).因此再联立 ( 6) 我们有

(F, Fc, ,, F
( k- 1 )

) ( e
B
Q - P ) = #, (11)

其中 P, Q分别为

p0, 0 p0, 1 , p0, k- 1

p1, 0 p1, 1 , p1, k- 1

s s s s

pk- 1, 0 pk- 1, 1 , pk- 1, k- 1

,

1 q0, 1 , q0, k- 1

0 1 , q1, k- 1

s s s s

0 0 , 1

,

# = (p- 1, 0 + R
(m- k)

- R, p- 1, 1 + R
( m- k+ 1)

- Rc, ,, p- 1, k- 1 + R
(m- 1)

- R
( k- 1)

).

根据 (11) 和线性方程组定理易得 det( e
B
Q - P ) = 0.

以下的证明过程和文 [ 11]中的完全相同,最后得出矛盾, 详细过程请参阅文 [ 11] , 这里就不再赘述.

定理 1证毕.
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