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[摘要 ]  讨论了具有时滞的复金兹堡-朗道方程的渐进性态. 当参数满足一定的条件时, 得到了复金兹堡-朗道

方程具有第一边界条件时零解的线性和非线性稳定性及不稳定性;当参数和时滞满足一定的条件时, 得到了复

金兹堡-朗道方程具有第二边界条件时常数平衡解的线性化方程的渐进性态.
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  具有以下形式的复金兹堡 -朗道方程

5u
5t

= (L+ iA)$u + u - ( 1 + iB) | u( t - S) |
2
u

为物理和数学中研究最多的非线性方程之一, 它描述了超导、超流和玻色 -爱因斯坦凝聚中的相变现象.

当 S = 0时, 在 [ 1, 2]中, Doering和 Gh idag lia等人研究了一维或二维空间金兹堡 -朗道方程的全局

吸引子的有限维及其相关动态.在 [ 3]中, J imbo和 M or ita讨论了如下问题:

5u

5t
= $u + u - | u |

2
u,

5u
5n xI 58

= 0,

( 1)

其中 u为复泛函,得到在一维情况下问题 (1)的任意非常数平衡解都不稳定.

众所周知
[ 4]

, 问题的稳态解的局部稳定性由相应线性化问题的稳定性所推得. 本文将通过研究相应

线性问题的特征值来讨论问题平衡解的稳定性. 下面回忆具有时滞的 PDE解的有关性质.

在 [ 5]中, Wu J讨论了如下问题:

5u
5t

= Au ( t) + F ( t, u t ), a [ t [ b,

ua = <,

( 2)

其中 F连续且满足 L ipsh itz条件, A是X上一个有界线性算子的强连续半群,给定初值 < I X,则问题 ( 2)
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存在惟一解.

文献 [ 6]中定理 ( 111)主要讨论了在空间 8 = ( 0, L1 ) @ (0, L2 )下如下问题:

5u
5t

- ( 1 + iE) $u = (1 - iX) u - ( 1 + iB) | u |
2
u + Le

iV0F ( u, t, S), 8 @ ( 0, + ] ),

u | # j
= u | # j+ 2

,
5u

5x # j

=
5u

5x # j+ 2

, 58 @ (0, + ] ),

u (x, s) = u0 ( x, s), 8 @ [ - S, 0],

其中 E、B、X、L、V0、m i均是实数, u是复数.

F ( u, t, S) = [m 1u( t ) + m 2�u ( t) + m 3u ( t- S, x ) + m 4�u ( t - S) ],

�u ( s) =
1

| 8 | Q8 u( s, x ) dx, # j = 58 @ {xj = 0}, # j+ 2 = 58 @ { xj = L j }.

令

u( x, t ) = v( x, t) e
- iw t

, z ( x, t) = v (x, t) e
iHt
,

上面问题即

5z

5t
- ( 1 + iE) $z = ( 1 + iH) z - (1 + iB) | z |

2
z + Le

iV0F ( z, t, S), 8 @ ( 0, + ] ),

z | # j
= z | # j+ 2

,
5z

5x #
j

=
5z

5x #
j+ 2

, 58 @ ( 0, + ] ),

z( x, s) = z0 ( x, s), 8 @ [ - S, 0] ,

( 3)

其中 F ( z, t, S) = m 1z + m 2�z + m 3z ( t- S, x ) + m 4�z ( t- S).在对参数和时滞一定限制下,本文讨论 v (x, t) =

Q0 e
- iHt
是一个一致振荡解 ( z = Q0是 ( 3)的一个常数平衡解 ) 的稳定性.

与时间无关且满足边界条件的解称为平衡解, 这些解非常重要,因为在一定的条件下, 随着时间的增

长,对模型可能的极限起了一个重要的作用.分析可以看出三次项带时滞的复金兹堡 -朗道方程的讨论比

不带时滞或线性项带时滞的复金兹堡 -朗道方程的讨论复杂得多.

本文将讨论 8 = ( 0, P)中三次项带时滞的复金兹堡 -朗道方程的常数平衡解在第一类边界条件

5u
5t

= ( L+ iA) $u + u - (1 + iB) | u ( t- S) |
2
u,

u ( t, 0) = u ( t, P) = 0,

u ( x, s) = u0 ( x, s) = <, s I [ - S, 0]

( 4)

及第二类边界条件下

5u
5t

= ( L+ iA) $u + u - (1 + iB) | u ( t- S) |
2
u,

5u
5x x= 0, P

= 0,

u ( x, s) = u0 ( x, s) = <, s I [ - S, 0]

( 5)

的渐近性态.其中 u (x, t)是一复值泛函, L为正常数, A、B为实系数, S > 0.

令 u( x, t) = v( x, t) e
- iBt

,则 ( 4) 和 (5)分别对应着

5u

5t
= ( L+ iA) $v + (1 + iB) v - ( 1 + iB) | v( t - S) |

2
v,

v ( t, 0) = v( t, P) = 0,

v (x, s) = v0 (x, s) = W, s I [ - S, 0]

( 6)

和

5v
5t

= (L+ iA) $v + (1 + iB) v - ( 1 + iB) | v( t - S) |
2
v,

5v
5x x= 0, P

= 0,

v(x, s) = v0 ( x, s) = W, s I [- S, 0].

( 7)

)15)
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1 主要结论

首先讨论问题 (4)常数平衡解的渐近性态.

定理 1 如果常数 L > 1,则 Q0 = 0是线性和非线性稳定;如果 L < 1,则 Q0 = 0是线性和非线性不稳

定;如果 L = 1,则 Q0 = 0局部稳定.

证明  易得 (6)、( 7)的第一个方程在 Q0处的线性化方程为:

5z
5t

= (L+ iA) zxx + ( 1 + iB) z - ( 1 + iB) Q0
2
z ( t - S) - (1 + iB)p 0

2
z - (1 + iB)Q0

2
z ( t - S).

令 Rk 为问题 (6)的特征值且 Rk = ak + ibk,则

Lzxx + z - Rk z = 0, ( 8)

得

ak = - Lk
2

+ 1, k = 1, 2, 3, , ( 9)

因为 L > 1, 所以 ak < 0, 从而 Q0 = 0线性稳定.

因为

1

2

d

dt
+ u+ 2

L 2 [ ( - L+ 1) + u+ 2
L 2, (10)

根据 G ronw a ll不等式得:

+ u+ 2
L 2 [ e

- 2(L- 1) t + <+ 2
L 2,

所以

lim
ty ]

+ u+ L 2 = 0,

所以 Q0 = 0在 X = L
2
中非线性稳定.

如果 L < 1, 当 k = 1, a1 > 0, Q0 = 0线性不稳定.

以下通过如下引理证明平衡解 Q0 = 0当 L< 1时是非线性不稳定.

引理 1
[ 7, 8]

 假设:

¹ X, Z是 2个巴拿赫空间且 Z < X, + u+X [ C1 + u+Z.

º L生成 X空间上一个强连续半群 e
tL

: X y Z, 且

Q
1

0
+ e

tL +X y Z dt = C4 < ] .

» 存在 K, 使得 R eK > 0.

¼ F: Z y X 连续且存在 Q0 > 0, C 3 > 0, J > 1,对于 + u+Z < Q0有 +F ( u ) + [ C3 + u+ J
Z.则

du /dt = Lu + F ( u) 的零解非线性不稳定.

因为 k = 1时, a1 > 0, 故 Q0 = 0线性不稳定, 所以条件 » 满足.

令 X = C ( [ - S, 0] ; L
2
( 8 ) ), Z = C ( [ - S, 0]; L

6
(8 ) ),条件 ¹ 显然满足. 下证条件 ¼.

令 L = L$ + 1,下证 F (#, u) = - | u (#- S) |
2
u连续.令 +u+ Z、+ v+Z [ Q0,

+F (#, u ) - F (#, v ) +X [ + | u (#- S) |
2
u - | v(#- S) |

2
v+X [

{ + u+Z + + v+Z } + u - v+X [ 2Q0 +u - v+Z,

且根据 H Ê lder不等式得:

+F (#, u ) + 2
X = m ax

[ - S, 0] Q| u (#- S) |
4

| u |
2
dx [ max

[- S, 0 ] Q( | u(#- S) |
6
)

2
3 dx Q| u |

6

1
3

dx [

+ u+ 4
Z + u+ 2

Z = + u+ 6
Z.

即

+F (#, u ) +X [ +u+ 3
Z,

所以 ¼得证.下证条件 º .

令 w = e
tL

u0,则 w满足

dw

dt
= L$w + w, (11)

)16)
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将方程 ( 11)与 w作内积得

d
dt

+w + 2
L2 = - 2L+ 5xw + 2

L2 + 2+w + 2
L 2 [ 2+w + 2

L 2, (12)

所以有

+w + 2
L2 [ e

2t + u0 + 2
L 2. (13)

将方程 ( 12)两边关于时间从 0到 1积分得

Q
1

0

d
dt

+w +
2

L 2 dt = - 2 Q
1

0
L+ ý w +

2

L 2dt+ 2 Q
1

0
+w +

2

L 2 dt, (14)

得

Q
1

0
+ 5xw + 2

L 2 dt [ 1
L Q

1

0
+w + 2

L 2 dt +
1
2

+ u0+
2
L2 ,

所以由 ( 13)得

Q
1

0
+ 5xw + L 2dt [ 1

L

1
2

+ e
2+ u0+ L 2.

由 Sobo lev嵌入定理得:

Q
1

0
+w + L 6dt [ C Q

1

0
+w +H 1 dt [ C Q

1

0
( +w + L 2 + + 5xw + L 2 )dt,

所以

Q
1

0
+w + L 6 dt [ C Q

1

0
e

t
dt+

1

L

1
2

+ e
2 + u0 + L 2,

即

Q
1

0
+ e

tL

u0 + L 6 [ C Q
1

0
e

t
dt+

1

L

1

2
+ e

2 + u0 + L 2dt,

所以

Q
1

0
+ e

tL

+ L 2y L 6dt [ C Q
1

0
e

t
dt +

1

L

1
2

+ e
2

= C e+
1

L

1
2

+ e
2

.

故 º 成立.

所以由引理 1得:当 L < 1时, Q0 = 0非线性不稳定.

如果 L = 1, 我们有
d

dt
+ z+ 2

L 2 = 0,所以 + z+X = + <+X, 所以 Q0 = 0当 L = 1时在 X 中局部稳定.

下面讨论问题 (7)常数平衡解的渐近性态. 令 Q0为 (7)的平衡解,则

(L+ iA) $Q0 + ( 1 + iB) Q0 - ( 1 + iB) Q0 | Q0 |
2

= 0,

5Q0
5x x = 0, P

= 0.
(15)

若 Q0为实常数,则 Q0 = 0, ? 1.

1. 当 Q0 = 0时,不论 L取任意值,平衡解 Q0 = 0线性不稳定.因为当 Q0 = 0时,

ak = - Lk
2

+ 1, k = 0, 1, 2, 3, ,

当 k = 0, ak > 0, 所以不论 L取任意值都有 Q0 = 0线性不稳定.

2. 当 Q0 = ? 1时, 将其代入上面 ( 7) 的线性化方程,得:

5z

5t
= (L+ iA) zxx + (1 + iB) z( t - S) - ( 1 + iB) z ( t- S). (16)

令 z = e
Rk t

(C1 co s( kx ) + iC2 co s( kx ) ), 其中 Rk 为 (7)的特征值,将其代入 (16) 得:

Rk ( C1 + iC2 ) = - k
2

(L+ iA) ( C1 + iC2 ) - ( 1 + iB) e
- RkS (C1 + iC2 ) - (1 + iB) e

�R ( t- S)- R t
C1 + iC2,

    Rk C1 = - k
2
( LC1 - AC2 ) - e

-akS [ C1 cos( bkS) + C2 sin( bkS) +

C1 cos( bk S- 2bk t ) + C2 sin( bk S- 2bk t ) - BC1 sin( bk S- 2bk t ) +

)17)
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BC2 cos( bkS- 2bk t) - Bcos( bk S)C2 + Bsin( bkS) C1 ] ,

    Rk C2 = - k
2
( LC2 + AC1 ) - e

-akS [ - C1 sin( bk S) + C2 co s( bk S) +

C1 sin( bk S- 2bk t ) - C2 co s( bk S- 2bk t ) - BC2 sin( bk S- 2bk t ) +

BC1 cos( bkS- 2bk t) + Bcos( bk S)C1 + Bsin( bkS) C2 ] ,

得:

a11 a12

a21 a22

C1

C2
= 0,

其中

a11 = Rk + Lk
2

+ e
- akS [ cos( bkS) + cos( bk S- 2bk t) - Bsin( bk S- 2bk t ) + Bsin( bkS) ] ,

a12 = - Ak
2

+ e
- akS [ sin( bkS) + Bcos( bk S- 2bk t ) + sin( bk S- 2bk t ) + Bcos( bk S) ],

a21 = Ak
2

+ e
- a

k
S
[ - sin( bk S) + Bcos( bkS- 2bk t) + sin( bkS- 2bk t) + Bco s( bk S) ],

a22 = Rk + Lk
2

+ e
- akS [ cos( bkS) - cos( bk S- 2bk t) + Bsin( bk S- 2bk t ) + Bsin( bkS) ] .

由 a11, a12, a21, a22所对应的行列式得:

   Rk = - k
2

- e
- a

k
S
cos( bkS) - Be

- a
k
S
sin( bk S) ?

[ ( 1 + B
2
) e

- 2akS - ( Ak
2

- e
- akS sin( bk S) + Be

-a kS cos( bk S) )
2
]

1
2 .

定理 2 ( Ñ )若 A= B = 0或 A= 0, BX 0, 当 L > 0时, + z+ L 2 y Q
P

0
zdx ( t y ] ).

(Ò ) 若 A> 0, B = 0, 0 < L[ 3, 当 S < P /2A, + z+ L 2 y Q
P

0
zdx ( t y ] ). 当 L > 3时, + z + L2 y

Q
P

0
zdx ( t y ] ).

(Ó ) 若 AB > 0, B
2

< 3,当 L = 1时, A
2

+ 2AB> 1且 [A
2

+ 2AB- 1] B
2

< 4,存在充分小的 S0, 当 SI

[ 0, S0 ]时, + z+ L 2 y Q
P

0
zdx ( t y ] ).

证明  ( Ñ )假设 A = B = 0.

Rk = - Lk
2

- e
-a

k
S
cos( bk S) ? [ e

- 2a
k
S

( cos
2

( bk S) ) ]
1
2 ,

由 bk = 0可得:

Rk = - Lk
2

- 2e
- akS cos( bk S) = - k

2
- 2e

-a kS < 0,

或者

Rk = - k
2
, k = 0, 1, 2, 3, ,

当 k \ 1时, Rk = - Lk
2

- 2e
- akS < 0.

当 k = 0时, R0 = 0或 R0 = - 2e
- akS < 0.

若当 k = 0时, R0 < 0,则对于 P k,有 Rk < 0,显然 Q0 = ? 1稳定. 所以下面所有渐近性讨论只考虑当

k = 0时, R0 = 0的情形.

令 Uk ( k = 0, 1, 2, 3, , )为 L
2
内一组正交基,将 z在基 { R0, R1, R2, , }下展开, 即

z = E
]

k= 0

ck e
R

k
t

Uk,

其中 c0 = Q
P

0
zdt, 则

+ z+ 2
L 2 = + E

]

k= 0
ck e

Rk t

Uk + 2

L 2 = | c0 |
2

+ E
]

k = 0
| c

2
k e

2Rk t

|,

因为 R0 = 0, Rk < 0( k \ 1),所以当 t y ] , + z+ L 2 y | c0 |.

若 A = 0, BX 0.

R k = - k
2

- e
- akS cos( bkS) - Be

- akS sin( bk S) ? ( 1 + B
2
) e

- 2akS - e
- 2akS ( sin( bk S) - Bco s( bk S) )

2
.

因为根号内数 \ 0, 即 bk = 0, 所以

)18)
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Rk = - k
2

- 2e
- akS - k

2
.

由于特征值和 A= B = 0情况下所得的特征值一样,所以和上面具有同样的结论, 即当 t y ] , + z+ L 2 y
| c0 |.

(Ò )假设 A > 0, B= 0.

Rk = - k
2

- e
-akS cos( bkS) ? [ e

- 2a kS cos
2
( bk S) - A

2
k
4

+ 2Ae
- akS sin( bk S) k

2
]

1
2.

不妨先讨论当 L = 1时:

若根号内数大于或等于零,即 bk = 0, 则

ak = - k
2

- e
-a

k
S

? (- A
2
k
4

+ e
- 2a

k
S
)

1
2 < 0,

所以, 根号内的数大于或等于零不影响使得平衡解具有渐近性态的 S的范围.

如果根号内数小于零,

ak = - k
2

+ e
- akS cos( bk S),

bk = A
2
k
4

- e
- 2akS co s

2
( bk S) - 2Ak

2
e

- akS sin( bk S),

因为当 k \ 2时,用反证法易证 ak < 0,当 k = 0时, ak = 0或 < 0,所以要保证 ak < 0( k = 0, 1, 2, , )的

S的范围只需求当 k = 1时保证 a1 < 0的 S的范围.

若能保证 cos( b1 S) > 0,则必能保证 a1 < 0, 下面求 cos( b1 S) > 0的 S的范围.

cos( b1 S) > 0] 0 < b1S <
P
2
] sin( b1 S) > 0,

b1 = A
2

- e
- 2a 1S co s

2
( b1 S) - 2Ae

- a1S sin( b1S).

因为 A> 0,所以 b1 [ A. 所以只要保证 S < P /2A, 则能保证 S < P /2b1, 从而能保证 a1 < 0.

即 k = 1时,当 S < P /2A时, a1 < 0.所以当 S < P /2A时, + z+ L 2 y Q
P

0
zdx ( t y ] ).

当 0 < L < 1或 1 < L [ 3时,与 L = 1时,有同样结果.

若 L > 3,此时

Rk = - Lk
2

- e
- akS cos( bkS) ? [ e

- 2akS cos
2
( bkS) - A

2
k
4

+ 2Ae
- akS sin( bk S) k

2
]

1
2 .

若 ak \ 0, 由

- A
2
k
4

+ 2Ae
- a

k
S
k
2
sin( bk S) [ 2Ak

2
- A

2
k
4

< 1,

得根号内的数小于或等于 e
- 2a kS co s

2
( bk S) + 1, 则

ak < - Lk
2

+ 2e
-a kS | cos( bk S) | + 1 < - L+ 2 + 1 < 0

与假设矛盾.所以 ak < 0, k = 1, 2, 3, ,

当 k = 0时, R ( 0) = 0或 < 0,则当 t y ] , + z+ L 2 y Q
P

0
zdx .

(Ó )AB > 0, B
2

< 3, A
2

+ 2AB> 1且 [A
2

+ 2AB- 1] B
2

< 4.

若 L = 1,此时

Rk = - k
2

- e
- akS cos( bkS) - Be

-a kS sin( bk S) ? ( - A
2
k
4

+ e
- 2akS co s( bk S)

2
- 2ABe

-a kS k
2

cos( bk S) + 2Ae
- a

k
S
k
2
sin( bk S) + Be

- 2a
k
S
sin(2bk S) + B

2
e

- 2a
k
S
sin

2
( bkS) )

1
2 .

如果根号内数大于或等于零,即 bk = 0,

ak = - k
2

- e
-a

k
S

? ( - A
2
k
4

+ e
- 2a

k
S

- 2ABe
- a

k
S
k
2
)

1
2 < 0,

即只要根号内数大于或等于零是不会影响稳定性的讨论, 所以存在根号内数大于零或不存在根号内数大

于零是不会影响讨论结果的,可以去掉根号内数大于或等于零的情况来考虑.

如果根号内数小于零,

ak = - k
2

- ( 1 + B
2
)

1
2 e

-a
k
S
sin( bkS+ U), tanU=

1
B

.

当 k \ 2时,由 B
2

< 3,易证 ak < 0. 而 k = 0时 a0 < 0或 a0 = 0,所以只需证当 k = 1时使 ak < 0的

S的范围.
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当 k = 1,

a1 = - 1 - e
-a 1S co s( b1 S) - Be

-a 1S sin( b1 S),

b1 = [ A
2

- e
- 2a

1
S
cos

2
( b1 S) + 2ABe

-a
1
S
cos( b1 S) - 2Ae

- a
1
S
sin( b1S) -

Be
- 2a 1S sin( 2b1 S) - B

2
e

-2a 1S sin
2
( b1 S) ]

1
2.

当 S = 0时,

a1 (0) = - 1 - e
- a1S = - 2 < 0.

令

f = a1 + e
- a1S + 1,

g = b1 - [ A
2

- e
- 2a 1S co s

2
( b1 S) + 2ABe

- a1S cos( b1S) - 2Ae
-a 1S sin( b1 S) -

Be
- 2a 1S sin( 2b1 S) - B

2
e

-2a 1S sin
2
( b1 S) ]

1
2,

J | S= 0 =
df /da1 dg /da1

df /db1 dg /db1

=
1 0

0 1
= 1 X 0,

所以存在 S0充分小.当 S < S0时, 可令

a1 = a10 + a11 S+ o (S), b1 = b10 + b11 S+ o (S),

a10 = a1 | S= 0 = - 2, b10 = A
2

- 1+ 2AB,

a11 =
da1

dS S= 0
= - 2 - Bb1 | S= 0 = - 2 ? B A

2
+ 2AB- 1.

若 [A
2

+ 2AB- 1] B
2

< 4,则

a11 < 0, a10 + a11S < 0,

故存在 S0充分小,使得 S I [ 0, S0 ]有 a1 < 0.

所以当 S I [ 0, S0 ]有 ak < 0( k = 1, 2, 3, , ), 而 a0 = 0或 < 0,类似可得当 SI [ 0, S0 ] 时 + z + L2

y Q
P

0
zdx ( t y ] ).

[注 ] 对复常数平衡解来说,有类似的渐近性态.
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