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[摘要 ]  腐蚀探测问题是一个数学物理方程反问题, 它通过外边界上可获知的电场数据反演求解腐蚀系数. 通

常所涉及的数据是带有噪声误差的. 在无需假设板或管的厚度很薄的条件下, 提出了一个基于 D ir ich let-N eu-

m ann条件求解腐蚀系数的变分模型. 该模型最终由最优化领域中的拟牛顿迭代法实现数值求解. 给出若干理

论分析, 并用数值实验结果说明求解方法的可行有效性.
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Abstrac t: The problem o f recove ring the corrosion coe ffic ient in an inaccessib le inter ior part from the e lec tric inform ation

in an accessible part of a physica l dom ain is studied, wh ich is a typical inv erse prob lem in m a them atical phy sics. U sua-l

ly, the prescribed data have no ise erro r. A var ia tiona l form ulation is propo sed to der ive the corro sion coe fficient, based

on the D ir ichlet-Neum ann data on the accessib le part. The quas-iN ew ton iterativ em ethod in op tim ization is used to so lve

the nume rical so lution o f th is variational prob lem. Som e theoretica l ana lys is is prov ided, and the num erical experim ent

show s that the m ethod is effec tive.
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  探测固体材料 (内部 )不可接触区域腐蚀程度的问题具有重要理论意义和直接应用价值. 特别地,此

类问题是无损伤探测研究的基本问题.本文所考虑的是具有传导性的金属材料区域. 若在可接触区域施加

一定的电流,这时会在区域内部产生一个电场, 且其电位势满足 Laplace方程. 本文给出了一种通过可测

量的电位势和电流数据,判断不可见区域腐蚀情况的数值方法.

1 问题的描述

考虑文献 [ 1]中的腐蚀探测问题模型:

$u ( x, y ) = 0,  ( x, y ) I 8,

u (x, y ) = gC ( x, y ),  ( x, y ) I #C,

5n u( x, y ) = < ( x, y ),  ( x, y ) I #C,

u (x, y ) = gD ( x, y ),  ( x, y ) I #D,

5nu ( x, y ) + C( x, y )u ( x, y ) = 0,  ( x, y ) I # I,

其中, 8是 R
d
( d = 2, 3)中的 L ipsch itz区域, n是指向边界 # = 58的单位外法向量, u是电位势, < ( x, y )

是已知电流量密度.当 8是长方形时,已有不少数值方法, 包括薄板逼近法 ( TPA )、G alerk in方法和准可逆

法等等
[ 1, 2, 3]

,用于求解腐蚀系数 C.其中 TPA是一个参数展开方法, 当矩形的宽十分小的时候, 它有很好
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的拟合效果
[ 1]
.该文也做出了相关的误差估计. 当 8是一个圆环域时, 类似文献 [ 1] 中的技巧, 文献 [ 4]

也提出了基于小参数展开的数值计算方法, 其理论估计在文献 [ 5] 中详细展开. 本文则提出了一种新的

数值解法来求解一般情形, 即无需假设板或管的厚度十分小, 同时也不局限于矩形这一类规则区域. 我们

借助于文献 [ 6, 7]提出的 D irich le-tN eum ann映射 (又称 S teck lov-Po incare算子 )的思想将原问题改写为一

个优化问题,然后用拟牛顿迭代法实现数值求解,从而获得求解腐蚀探测问题的一个新型数值方法.

2 基本理论

考虑问题的一般情形如下:

$u ( x, y ) = f ( x, y ),  ( x, y ) I 8,

u (x, y ) = gC ( x, y ),  ( x, y ) I # C,

5n u (x, y ) = <C ( x, y ),  (x, y ) I #C ,

u( x, y ) = gD ( x, y ),  ( x, y ) I # D,

5n u ( x, y ) + C( x, y ) u ( x, y ) = <I ( x, y ),  ( x, y ) I # I. (1)

我们假设 #分成 3部分 #D、# C和 # I, 每个部分都是非零测度,并

假设 #C和 # I没有公共端点 ( 2维 )或公共边 (3维 ),也就是说它们

被 #D 分开 (见图 1).

为求解该问题, 首先引进空间 V = H
1
( 8 )及其子空间 V# C =

{ v I V | v = 0 a. e.在 #C上 }, V#D = { v I V | v = 0 a. e.在 #D上 }.对任意的 C,我们定义 uD ( C)为对

应 # C 上 D irichlet条件的解, 即为以下问题的解:

$uD (x, y ) = f ( x, y ),  ( x, y ) I 8,

uD ( x, y ) = gC (x, y ),  (x, y ) I # C,

uD ( x, y ) = gD ( x, y ), ( x, y ) I #D ,

5n uD ( x, y ) + C(x, y ) uD ( x, y ) = <I ( x, y ),  (x, y ) I # I. ( 2)

其变分形式为:找 u I ( gD + V#D ) H ( gC + V# C ),满足

Q8 ý uý vdxdy + Q# I

Cuvds = Q# I

<I vds - Q8 fvdxdy, P v I V#D + V# C
. ( 3)

另一方面, 记 uN ( # )为对应 # C 上 Neumann条件的解,即为以下问题的解

$uN (x, y ) = f ( x, y ),  ( x, y ) I 8,

5n uN ( x, y ) = <C ( x, y ),  ( x, y ) I #C,

uN ( x, y ) = gD (x, y ),  (x, y ) I #D ,

5nuN ( x, y ) + C( x, y )uN ( x, y ) = <I ( x, y ),  ( x, y ) I # I, ( 4)

其变分形式为:找 u I gD + V#
D
, 满足

Q8 ý uý vdxdy + Q# I

Cuvds = Q# C <c vds + Q# I <Ivds - Q8 f vdxdy, P v I V#D. ( 5)

我们考虑求解如下优化问题:

m in
CI V

ad

J ( C) = | uD ( C) - uN ( C) |
2

H 1( 8 ) , ( 6)

其中 Vad = L
]
(# I )定义为 C的一个容许空间, |# |H 1( 8 ) 表示H

1
( 8 )半范数.

先来研究腐蚀问题 (1)和优化问题 ( 6)之间的关系.

定理 1 假设存在腐蚀系数 CI Vad使问题 ( 2)有惟一解 u,那么柯西问题 ( 2)等价于优化问题 (6).

证明  设 u是腐蚀问题 ( 1)的解, 记 C
*

=
<I ( x ) - 5n u

u
.那么 uD = uN = u显然是问题 ( 2) (或 (3) )

和 ( 4) (或 (5) )对应于此 C
*
的解. 在这样的选择下,有 J (C

*
) = 0, .i e. C

*
是问题 (6)的解.

如果 C是问题 ( 6)的解, 则有

0 [ J ( C) [ J ( C
*
) = 0.

所以, 令 v = uD - uN ,可知

)30)

南京师大学报 (自然科学版 )                              第 31卷第 4期 ( 2008年 )



$v( x, y ) = 0,  ( x, y ) I 8,

v( x, y ) = 0,  ( x, y ) I #D,

5n v( x, y ) + C( x, y ) v( x, y ) = 0,  ( x, y ) I # I.

再结合 | v |H 1( 8 ) = 0,可以得到 v在 8中恒为 0.于是 u = uD = uN就是问题 1的解.命题得证.

注 1 由于测量数据通常是带有噪声的, 也可以考虑通过添加正则化项来开展研究. 譬如说定义优

化泛函为:

m in
KI Vad

J ( K) = | uD - uN |
2
H 1( 8 ) + A | K |

2
H 1( # I)

,

其中 A为正则化参数. 该方法的进一步求解类似无正则化情形, 这里不详细展开.

3 方向梯度计算公式和数值实验结果

考虑用拟牛顿法来求解优化问题 (6), 首先需要计算非线性泛函 J的方向梯度. 由方向导数的定义知

泛函 J在 K处沿方向 L的梯度为

< ý J ( K), L > =
d
dt
J (K+ tL) | t= 0, ( 7)

于是有

d

dt
J ( K+ tL) = 2Q8 d

dt
ý ( uD ( K+ tL) - uN (K+ tL) )# ý ( uD (K) - uN ( K) ).

记 ucD ( K)L =
d

dt
uD ( K+ tL) | t= 0,可知 ucD (K) L满足以下问题:

$( ucD (K) L) = 0,  ( x, y ) I 8,

u cD (K) L = 0,  ( x, y ) I # C,

ucD ( K) L = 0,  (x, y ) I #D ,

5n ( ucD (K)L) + K( ucD ( K) L) + LuD (K) = 0,  ( x, y ) I # I.

类似地,记 u cN (K) L =
d

dt
uN ( K+ tL) | t= 0,则 ucN (K) L满足以下问题:

$( ucN (K) L) = 0,  ( x, y ) I 8,

5n ( ucN ( K) L) = 0,  ( x, y ) I # C,

ucN ( K) L = 0,  (x, y ) I #D ,

5n ( ucN ( K) L) + K( ucN ( K)L) + LuN ( K) = 0,  (x, y ) I # I.

于是

< ý J ( K), L > = 2Q8 ý ( ucD ( K) L- ucN ( K)L)# ý ( uD (K) - uN ( K) ).

这样可以通过求解 4个椭圆问题得到泛函 J的方向梯度, 从而利用 M atlab软件自带的拟牛顿法工具

包来实现问题的求解.我们应用有限元方法来求解这些椭圆型方程并进行数值模拟. 设 T
h

是 �8的一族正

规有限元剖分,它与 58 = �# I G �#D G �#C相容. 记 V
h
是对应的连续型分片线性元空间,并且记 C

h I V
h

ad是

与之对应的分片常数空间.那么问题 ( 2)、( 4)和 (6)都可以转化成相应有限元空间中的离散化问题.

现给出具体的数值例子以说明算法的计算效果.为了便于算法实现,特取 8 = ( 0, 1) @ ( 0, a), # C =

[ 0, 1] @ { 1}, # I = [ 0, 1] @ { 0}, #D = { 0, 1} @ [ 0, 1] . 此时,腐蚀系数 C( x, y )就可以简化表示为 C( x ).

函数不妨取为 u (x, y ) = (x - 1)
2
+ y

2
,真解为 C( x ) = e

- 100@ (x- 0. 25) 2

,通过计算很容易得到 f, gC, gD , <C, <I

的值.这里并不一定要求 a充分小. 图 2列举了不同 a所对应的数值结果,说明该方法的确有效地解决了

此类腐蚀系数问题.然而随着 a的增大, 数值拟合的效果确实会变差.

注 2 为了加快优化迭代的速度,对腐蚀系数 C的拟合采用了分片常数而不是一般的线性元. 在寻优

结束后,可以将所得结果看成是 C在给定区间上带有噪声的均值条件.于是利用文献 [ 8]中的样条函数方

法便得到最终结果.
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4 结论

本文所给出的数值算法适用于各种区域, 并且通过利用基于带噪声均值条件的样条函数拟合方法,

大大加快了优化的速度.数值实验的结果证明了该方法是可行且有效的.
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