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[摘要 ]  Rn中的所有给定体积的几何体中,球的表面积最小. 在模仿射变换意义下, 单形的表面积最大. 本文

将这结果推广到 Lp 空间.

[关键词 ]  等周不等式, 等周商,体积比

[中图分类号 ] O18615 [文献标识码 ] A  [文章编号 ] 1001-4616( 2009) 02-0022-03

Lp Isoperm etric Inequality and Its Reverse Form

Yuan Jun

( School ofMathem atical Science, N an jing Norm alUn iversity, Nan jing 210097, Ch ina)

Abstrac t: Among convex bodies o f g iven vo lum e, prec isely the ba ll has the m in im al surface area and s imp lice has the

larg est surgace area underm odulo a ffine transform a tions. In this paper, w e genera lize it toLp space.
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  经典的等周不等式描述的是:在 R
n
中的所有给定体积的几何体中,球的表面积最小. 等周不等式的简

洁与深刻使得它一直是几何学家灵感的源泉之一. 平面情形的研究甚至可追溯到古代,而流形上各种等周

不等式的研究却是现代几何学的重要内容.

等周不等式的研究有十分丰富的文献,两部专著
[ 1, 2]
及综述论文

[ 3 ]
中有大量列举. Ba ll的逆向等周不

等式是其中众多研究成果中的瑰宝.

上世纪 30年代,关于凸体的等周不等式的逆问题就已经提出来了.注意到即使对于凸体也存在很小

的体积但表面积很大的现象,因此提出等周不等式的逆问题的一个最自然的方式就是考虑凸体的仿射等

价类. 1991年, Ba ll
[ 4]
对凸体的等周不等式的逆问题给出了肯定的回答.利用一个强有力的工具 ) ) ) Bras-

camp和 L ieb在 1976年建立的关于卷积的一个不等式, Ba ll证明了他的逆等周不等式. B all的逆等周不等

式可简洁地描述为:在模仿射变换意义下, 在给定体积的所有凸体中,单形的表面积最大. 我们用 V(K )、

S (K )分别表示凸体 K的体积和表面积, 则

定理 A  设 K是 R
n
中的一个凸体, T是 R

n
中的一个 n维正则单形,则存在 K 的一个仿射像 �K使得

V (�K ) = V(T )且 S (�K ) [ S (T ).

Lp-B runn-M inkow sk i理论起源于 F irey
[ 5]
于 1962年定义的凸体的 F ireyLp-组合 (又称为 F irey线性组

合 ), 该理论的建立归功于著名数学家 Lu tw ak E. 1993年, Lutw ak在文献 [ 6]中把凸体的 F ireyLp-组合引

入到经典的 B runn-M inkow sk i理论, 提出了 Lp-混合体积、Lp-表面积测度和 Lp-混合表面积测度等概念,

并建立了相应的积分表达式. 从而把经典的 B runn-M inkow sk i理论推广到 Lp空间中进行研究.

在该理论研究领域,国际上异常活跃的领军人物当数 Lutw ak E, Y ang D, Zhang G Y(华裔数学家张高

勇教授 ) 及 G ardner R J等著名数学家, 他们先后引入了 Lp-质心体
[ 7]
、Lp-投影体

[ 8]
, 并系统地研究了

Lp-Sobo lev不等式
[ 9]
、Lp-仿射等周不等式

[ 8]
、Lp-M inkow ski问题

[ 10]
等.最近 10多年来, Lp-Brunn-M inkow ski

理论得到飞速发展, 已成为当今国际上几何分析的热点研究领域之一
[ 7-11]
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本文的主要工作是将等周不等式推广到 Lp空间. 下面我们从另外的视角来理解 Ball的逆等周不等式

定理. 为此引进凸体的等周商的概念.

设 K 是 R
n

中的一个凸体, SL ( n ) 表示保体积的仿射变换的集合,则 K 的等周商 I(K )可定义为
[ 12]

I (K ) = in f
< I SL ( n )

S
n
(<K )

V
n- 1

(<K )
.

易见, K的等周商 I (K )是仿射不变量,且不难看出 Ba ll的逆等周不等式实际上等价于命题: K的等周

商 I (K )当 K是单形时达到最大值. 亦即对 n维单形 T有

I (K ) [ I (T ). ( 1)

设 K 是 R
n
中的一个凸体.定义K 的 Lp 等周商 Ip (K )为

Ip (K ) = in f
<I SL ( n)

S
n

p ( <K )

V
n-p

( <K )
,

其中, Sp (K )表示K的Lp表面积 (具体定义见 ( 7) ). 应用 Lp等周商的概念,我们建立了Lp等周不等式及其

逆形式: K 的 Lp 等周商 Ip (K ), 当 K是单形时达到最大值, 当 K 是球时取到最小值. 即

定理 1 设 K是 R
n
中的一个凸体, $n是以单位球 Bn为其内切球的一个正则单形.则有

Ip (Bn ) [ Ip (K ) [ Ip ( $n ). ( 2)

1 准备知识

我们考虑欧几里德空间 R
n
, 其中 B n与 S

n- 1
分别表示 R

n
中的单位球及单位球面. V (# )表示相应维数

中的体积.

设 K 是 R
n
中一个凸体 (具有非空内点的紧凸集 ), 则 K 的支撑函数 hK 定义为

hK ( u ) = m ax{ u# x: x I K }, u I S
n- 1
, ( 3)

其中 u# x表示 u和 x的标准内积.

在文献 [ 5]中, F irey推广了 M inkow sk i加法的概念, 对凸体 K、L和实数 p \ 1引进了 Lp - M inkow ski

组合的概念:

h (K + pL, # ) p = h (K, # )
p
+ h (L, # )

p
. ( 4)

对于 p \ 1, Lu tw ak
[ 6]
定义了凸体 K、L的 Lp混合体积 Vp (K, L ):

n

p
Vp (K, L ) = lim

Ey 0+

V(K + p E# L ) - V (K )

E
. ( 5)

关于 Lp - 混合体积的 M inkow sk i不等式
[ 6]
可表述为: 对于凸体 K, L, 有

Vp (K, L ) \ V(K )
n- p
n V(L )

p
n , ( 6)

其中等号成立当且仅当 K和 L互为膨胀.

类似于凸体 K的表面积的定义,我们引入K 的 Lp - 表面积 Sp (K )如下:

1

p
Sp (K ) = lim

Ey 0+

V (K + p E# Bn ) - V (K )

E
. ( 7)

在文献 [ 6]中有, 对应于每一个包含原点在其内部的凸体 K I R
n
, 都存在一个定义在 S

n- 1
上的正的

Bo re l测度 Sp (K, # ),使得

Vp (K, Q ) =
1
n QS n- 1hQ ( u )p dSp (K, u ), ( 8)

对所有的凸体 Q都成立.同时在文献 [ 6]中, 作者证明了 Lp - 表面积测度 Sp (K, # )对应于表面积测度

S (K, # )绝对连续且 Radon-N ikodym导数为:

dSp (K, # )

dS (K, # )
= hK (# )

1-p
. ( 9)

由 ( 5), ( 6), ( 7) 可得:

Sp (K ) = nVp (K, Bn ) = QSn- 1 dSp (K, u) , (10)
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S1 (K )即为经典的 K 的表面积且通常记为 S (K ).

凸几何中一个重要的椭球是 John椭球:含在凸体K内的体积最大的椭球称为凸体K的 John椭球, 该

椭球是惟一的,记为 JK. 当 K的 John椭球 JK是单位球 Bn时,我们称 K处于 John位置.

设 K 是 R
n
中的一个凸体, 则K 的体积比 vr (K )可定义为

[ 1]
:

vr (K ) =
V(K )

V(JK )

1
n

.

2 定理的证明

为了证明定理,我们需要下面的引理:

引理 1 K 的体积比 vr (K )当 K是单形时达到最大值, 亦即对 n维单形 T有

vr (K ) [ vr(T ). (11)

引理 2 设 $n是外切于单位球 Bn的正则单形. 则

Sp ( $n ) = S ( $n ). (12)

证明  设M是 R
n
中的凸多胞形, u1, ,, uN是 P的 n - 1维面的外法向量, a1, ,, aN是对应面的面积,

h1, ,, hN 是原点到对应面的距离. 则由 ( 9) 知测度 Sp (M, # ) 集中在点 u1, ,, uN I S
n- 1
上, 并且

Sp (M, ui ) = a i /h
1- p
i . 因此对于凸多胞形 M, 我们有

[ 8]

Sp (M ) = QS n- 1 dSp (M, u ) = E
N

i= 1

a i

h
1-p

i

. (13)

令 M = $n,并注意到 $n外切于单位球 Bn,从而原点到各个 n - 1维面的距离都是 1.因此

Sp ( $n ) = E
N

i= 1
ai = S ( $n ).

定理 1的证明

我们首先证明 (2)的左边:因对所有的 u I S
n- 1
, hB n

( u ) = 1. 从而由 ( 9)可得 Sp (Bn ) = S (Bn ),

nV(B n ) = S (Bn ).对任意的 < I SL ( n),由 M inkow sk i不等式 ( 6)可得:

S
n

p ( <K )

V (<K )
n-p =

[ nVp ( <K, Bn ) ]
n

V (<K )
n-p \ n

n
V(B n )

p
= Ip (B n ).

两边取最小值,得到 Ip (K ) \ Ip (B n ).

下面证明 (2)的右边:对于每一个凸体 K都存在 K 的一个仿射像 �K,使得 �K 处于 John位置.

设 $n是外切于单位球 Bn的正则单形. 这时上述的体积比定理 ( 11) 可等价叙述为:若 K处于 John位

置,则 V (K ) [ V( $n ).

因为 B n A �K, 所以有

Sp (�K ) = P# lim
Ey 0

V (�K + p EB
n

2 ) - V(�K )

E
[ P# lim

Ey 0

V (�K + p E�K ) - V(�K )

E
=

PV (�K ) l im
Ey 0

( 1 + E)
n
p - 1

E
= nV(�K ),

又 Sp ( $n ) = S ( $n ) = nV ($n ),因此

Ip (K ) = Ip (�K ) [
S
n

p (�K )

V
n-p

(�K )
[ n

n
V
p
(�K ) [ n

n
V
p
( $n ) =

S
n

p ( $n )

V
n-p

( $n )
= Ip ($n ).

由定理 1, 我们可以得到下述 Lp - 型等周不等式以及它的逆向不等式:

推论 1 设 K是 R
n
中的一个凸体且 V(K ) = V(Bn ), 则有

Sp (Bn ) [ Sp (K ).

推论 2 设 K是 R
n
中的一个凸体, $n是以 B n为其内切球的一个正则单形.则存在一个 K的仿射像 �K

满足 V(�K ) = V( $n ),且有

Sp (�K ) [ Sp ( $n ). (下转第 30页 )
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