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[摘要 ]  主要讨论二重广义 Oberw o lfach问题 OP2 ( 3a, sb )的存在性. 运用不完全可分解圈设计和圈支架的递推

构造方法以及加法群作用的直接构造方法,证明了对任意的 1[ b[ 3和 s= 4, 5都存在 OP2 ( 3
a, sb ).
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Abstrac t: In th is paper, we consider the genera lization o f the Oberw olfach problem OP2 ( 3
a, sb ). W e sha ll app ly bo th

recursive constructions using incomp le te resolvab le cycle desigsn and cyc le fram es and direct constructions using certa in

add itive g roup to prove tha t the necessa ry conditions for the ex istence o fOP2 ( 3
a, sb ) w ith 1[ b[ 3 and s= 4, 5 are a lso

sufficient.
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  本文中, G表示一个图, k是大于 2的正整数. K n表示顶点数为 n的完全图, Ck表示长度为 k的圈.设

H是 G的子图,如果 V(G ) = V (H )且H 中每个点的度都为 2, 就称H 为 G的一个 2 - 因子.显然, 2 - 因

子是一些互不相交的圈的并. 如果 E (G )可被划分为若干个 2- 因子的并,则称 G有 2- 因子分解. 若 G有

2 - 因子分解且每个 2 - 因子都和H 同构,则称此 2- 因子分解为 G的H - 分解. 如果H中只包含 Ck, 就

称 H - 分解是 G的 Ck - 分解. G - I表示删去 G中一个 1- 因子 I后得到的图. 如果 G的每条边都是 K重

的,图就记为 KG.

设 n \ 3, 当 K是偶数或者 Kn是奇数时,令 G = KKn ;当 K是奇数并且 n是偶数时, 令 G = KK n - I. K

重广义 Oberwo lfach问题 OPK (m
A
1
1 , m

A
2
2 , ,, m

A
t

t )就是研究 KG是否有H - 分解,使得H中恰好包含 Ai个长

度为 m i的圈, i = 1, 2, ,, t. OP1 (m
A1
1 , m

A2
2 , ,, m

At
t )简记为 OP (m

A1
1 , m

A2
2 , ,, m

At
t ).

OP (m
A1
1 , m

A2
2 , ,, m

At
t )是由 R inge l在 1967年的一次图论会议上首先提出来的,现在已经有很丰富的研

究成果
[ 1]

. 我们最近证明了: 对任意 v = 3a + sb, a \ 0, s = 4, 5, 1 [ b [ 3, 都存在 OP ( 3
a
, s

b
),除去一个

例外 OP (3
2
, 5). 刘九强

[ 2]
得到了部分 OP2 ( 3

a
, 5

b
)的存在性结果.

定理 1
[ 2]  ( 1) 对任意 v \ 8, v S 2(mod 6), v X 20,都存在 OP2 (3

( v- 5 ) /3
, 5).

( 2)对任意 v \ 22, v S 4(mod 6),都存在 OP2 (3
( v- 10) /3

, 5
2
).

本文我们讨论 OP2 ( 3
a
, s

b
) ( 1 [ b [ 3, s = 4, 5) 的存在性问题,得到以下定理.

定理 2 对任意 v = 3a + sb, a \ 0, s = 4, 5, 1 [ b [ 3,都存在 OP2 (3
a
, s

b
).

1 IOP 2 ( { 3
a
, s

b
}, v, h)的存在性

为了引入本文的主要递推方法, 我们需要圈可分组设计和圈支架的定义, 类似定义参见 [ 3, 4] . 首先
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介绍圈可分组设计的定义.

定义 1 设 J是正整数集. 一个圈可分组设计记为 (J, K) - CGDD, 是满足下述条件的三元组 ( V, G,

C ):

1. V称为 K v的点集;

2. G中的元素 (称为组 )均是 V的子集,并且所有组构成 V的一个划分;

3. C是由 Kv的圈 Ck组成的集合, k I J,使得任意两个不同组的点连成的边恰好包含在 K个圈中, 而

属于同一组的两个点连成的边不包含在任何圈中.

当 J = { k }时, 我们就简记 (J, K) - CGDD为 ( k, K) - CGDD. 若 G中大小为 1的组出现了 i次,大小

为 2的组出现了 j次,大小为 3的组出现了 k次, ,, 则用 1
i
2

j
3

k ,来表示圈可分组设计的组型,记为 ( J, K)

- CGDD( 1
i
2

j
3

k , ).

如果 C可被划分为若干 2 - 因子的并, 就称 ( J, K) - CGDD ( V, G, C) 是可分解的, 记作 ( J, K) -

RCGDD. ( 3, K) - RCGDD( g
u
)的存在性已被 A ssa,f H artman和 Rees

[ 5, 6]
彻底解决.

定理 3
[ 5, 6]  对任意 u \ 3, Kg ( u - 1) S 0(mod 2), gu S 0(mod 3), 都存在 (3, K) - RCGDD( g

u
)除

去 K = 1且 g
u I { 2

6
, 6

3
}, KS 1(mod 2)且 g

u
= 2

3
和 KS 2(mod 4) 且 g

u
= 1

6
这些例外.

设 ( V, G, C) 为 ( k, K) - CGDD, 如果圈集 C可被划分为若干洞 2 - 因子的并,其中每个洞 2- 因子是

V \G j的一个划分, G j I G, 则称此 ( k, K) - CGDD是一个圈支架,记为 ( k, K) - CF, 且该圈支架的型就是

( k, K) - CGDD的型.若 K = 1,则简记为 k - CF. S tinson
[ 7]
已完全解决了 (3, K) - CF (g

u
) 的存在性.

定理 4
[ 7]  对任意 g ( u - 1) S 0(mod 3), u \ 4, Kg S 0(m od 2), 存在 ( 3, K) - CF ( g

u
).

为了使用填洞的递推构造,我们还需要以下组大小不一致的 3 - CF的存在性结果.

定理 5
[ 8]  当 ( u, m ) = (3, 12)或 u \ 4, m S 0(m od 6), 0 [ m [ 6u - 6时,存在 3 - CF (12

u
m
1
),

除去 ( u, m ) I { (7, 30), ( 11, 42), ( 11, 54), (13, 54), ( 13, 66), (19, 102), ( 23, 126) }这些可能的例外.

在给出填洞的递推构造方法之前, 我们再给出二重不完全 Oberw o lfach问题的定义, 即 IOP2 ( {3
a

,

s
b
}, v, h )的定义.

定义 2 设 2K h是 2K v的一个子图, 其中 v S sb (mod 3), v S h (mod 3), s \ 4. 令 | V | = v, | W | =

h.对任意 h \ 0, IOP2 ( { 3
( v- sb ) /3

, s
b

}, v, h )是一个三元组 ( V, W, C ), 满足下述条件:

1. V是 2K v的点集, W < V是 2K h的点集, C是一个 2K v的圈集 且对任意 Ck I C, k I { 3, s};

2. C中任意一条边都属于 E (2K v ) \E ( 2Kh );

3. C可被划分为 v - h个 2Kv的 2- 因子和 h - 1个 2K v \2K h的 2- 因子,其中每个 2K v的 2 -因子是

由 b个 C s和 ( v - sb ) /3个 C 3组成,而每个 2K v \2K h的 2 - 因子是由 ( v - h ) /3个 C3组成.

现在我们可以给出利用圈支架和 IOP2 ( {3
a
, s

b
}, v, h )来构造 OP2 ( {3

a
, s

b
} )的递推方法. 它的证明类

似于众多填洞构造的证明,我们仅给出构造方法,证明过程省略.

构造 1 若存在一个 ( 3, K) - CF ( g
u
1
1 g

u
2
2 ,g

u
m

m ), IOP2 ( { 3
( g

i
+ h- sb) /3

, s
b
}, g i + h, h ) ( 1 [ i [ m - 1),

IOP2 ( {3
( g

m
+ h- sb ) /3

, s
b

}, gm + h, h) (当 um \ 2时 ) 和 OP2 ( 3
(g

m
+h- sb) /3

, s
b

),则存在 OP2 ( 3
( E

m

i= 1

g
i
u

i
+h- sb) /3

, s
b

).

下面我们给出一些 IOP2 ( {3
a
, s

b
}, v, h)的直接构造,它们将作为输入设计用于定理 2的证明. 我们仅

仅给出初始洞 2 -因子和初始 2-因子中包含的全部圈,所有的洞 2- 因子和 2- 因子 可以在某个加法群

G的作用下得到. 为了简洁,以下我们将 ( a, i)简记为 ai, 用 Q i表示洞 2 - 因子, 用 F j表示 2 - 因子.

引理 1 存在一个 IOP2 ( { 4
2
}, 8, 2).

证明  设点集为 Z6 G { ] 1, ] 2 }. 所需的 1个洞 2 - 因子 Q包含 2个 C3: 0 2 4 0和 1 3 5 1.全部的

6个 2 - 因子 F j (0 [ j [ 5)可通过初始 2 - 因子 F 0 + 1 mod 6得到. F0包含 2个圈: 0 1 3 ] 1 0和 2 5 4

] 2 2.容易验证,这些圈组成了 IOP2 ( { 4
2
}, 8, 2).

引理 2 存在一个 IOP2 ( { 3
2
, 4}, 10, 4).

证明  设点集为 Z6 G { ] 1, ] 2, ] 3, ] 4 }.全部的 6个 2- 因子 F j ( 0 [ j [ 5)可通过初始 2- 因子

F0 + 1m od 6得到.以下分别列出 3个洞 2 - 因子 Q i ( 1 [ i [ 3)和 2 - 因子 F0中包含的圈.

Q 1: 0 1 2 0    3 4 5 3

)26)
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Q 2: 1 2 3 1 4 5 0 4

Q 3: 2 3 4 2 5 0 1 5

F0: 1 ] 1 5 ] 2 1 0 ] 3 3 0  2 ] 4 4 2

引理 3 存在一个 IOP2 ( { 3
2
, 4

3
}, 18, 6).

证明  设点集为 V = (Z4 @ Z3 ) G H,H = { ] 1, ] 2, , ] 6 }. 洞 2 - 因子 Q i ( i = 1, 2, ,, 5)包含 4

个 C4, 由初始圈 C i ( i = 1, 2, ,, 5)通过 ( + 1m od 4, - ) 得到.

Q 1: C 1 = 00 11 2200

Q 2: C 2 = 00 21 0200

Q 3: C 3 = 00 31 3200

Q 4: C 4 = 00 01 1200

Q 5: C 5 = 00 01 0200

全部的 12个 2 - 因子可由 3个初始 2 - 因子 F 1, F 2, F3通过 ( + 1 mod 4, - )得到.

F1: 00102000  01 22 ] 101  30 02 11 ] 230  21 ] 312] 4 21  31] 5 32 ] 631

F2: 01112101 00 22 ] 100 31 10 02 ] 231 30 ] 332] 4 30 20] 5 12 ] 620

F3: 02122202 00 11 ] 100 10 01 32 ] 210 20 ] 321] 4 20 30] 5 31 ] 630

引理 4 存在一个 IOP2 ( { 3, 5
3
}, 18, 6).

证明  设点集为 V = (Z4 @ Z3 ) G H,H = { ] 1, ] 2, , ] 6 }.洞 2 - 因子 Q i ( i = 1, 2, ,, 5) 包含 4

个 C4, 由初始圈 C i ( i = 1, 2, ,, 5)通过 ( + 1m od 4, - ) 得到.

Q 1: C 1 = 00 11 2200

Q 2: C 2 = 00 21 0200

Q 3: C 3 = 00 31 3200

Q 4: C 4 = 00 01 1200

Q 5: C 5 = 00 01 0200

全部的 12个 2 - 因子可由 3个初始 2 - 因子 F 1, F 2, F3通过 ( + 1 mod 4, - )得到.

F1: 01112001  21 31 ] 132] 2 21  0012] 3 30 ] 400  02 22 ] 510] 6 02

F2: 00102000 01 32 ] 130] 2 01 1102] 4 22 ] 311 31 12 ] 521] 6 31

F1: 02122002 01 21 ] 110] 3 01 2232] 2 30 ] 622 00 11 ] 431] 5 00

2 直接构造

在这一节中,我们给出一些 OP2 ( { 3
a

, s
b

} ) 的直接构造,它们将作为输入设计用于下一节的证明. 类

似于上一节的直接构造,我们仅仅给出初始 2- 因子中包含的全部圈,所有的 2- 因子 可以用某个加法群

G作用得到.

引理 5 对每个 v I {4, 10, 16, 22},存在一个 OP2 ( 3
( v- 4) /3

, 4).

证明  设 G = Zn, n = v - 1, 点集为 Zn G { ] }.所需的全部 2- 因子可通过初始 2- 因子 F 0 + 1mod

n得到.

v = 4: F0:  0 1 2 ] 0                  
v = 10: F 0: 0 1 5 3 0 2 4 8 2 6 7 ] 6

v = 16: F 0: 0 5 11 1 0 3 7 10 3 6 8 14 6 9 12 13 9 2 4 ] 2

v = 22: F 0: 0 19 1 ] 0 2 3 6 2 4 9 15 4 5 14 16 5 7 13 20 7

8 12 17 8 10 11 18 10

引理 6 对每个 v I {8, 14, 20},存在一个 OP2 ( 3
( v- 8 ) /3

, 4
2
).

证明  设 G = Zn, n = v - 1,点集为 Zn G { ] }.所需的全部 2- 因子可由初始 2 - 因子 F0 + 1mod

n得到.

v = 8: F0: 0 1 5 ] 0 2 3 6 4 2

)27)
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v = 14: F 0: 0 1 3 6 0 2 7 8 11 2 4 10 12 4 5 9 ] 5

v = 20: F 0: 3 14 4 17 3 6 7 9 13 6 0 1 15 0 2 5 12 2

10 16 18 10 8 11] 8

引理 7 存在一个 OP2 ( 3
2
, 5).

证明  设点集为 Z10 G { ] }, 10个 2 - 因子可由初始 2 - 因子 F0 + 1 mod 10得到.

F0: 5 7 9 6 ] 5 0 1 4 0 2 3 8 2

引理 8 存在一个 OP2 ( 3
5
, 5).

证明  设点集为 Z19 G { ] },全部的 19个 2 - 因子可由初始 2 - 因子 F0 + 1 mod 19得到.

F0: 0 1 9 18 12 0 2 4 5 2 3 14 17 3 6 10 16 6 8 13 15 8 7 11 ] 7

引理 9 对每个 v I {10, 16, 22},存在一个 OP2 ( 3
( v- 10) /3

, 5
2
).

证明  设 G = Zn, n = v - 1,取点集为 Zn G { ] }. 全部 2 -因子可由初始 2- 因子 F0 + 1m od n得

到.

v = 10: F 0: 0 1 3 7 4 0   2 5 6 8 ] 2       

v = 16: F 0: 0 3 9 11 4 0 1 6 7 13 14 1 2 5 10 2 8 12 ] 8

v = 22: F 0: 6 8 11 20 12 6 0 11 5 4 ] 0 2 13 19 2 3 16 17 3

5 7 10 5 9 14 18 9

引理 10 对每个 v I {12, 18, 24, 30, 36, 42, 48},存在一个 OP2 ( 3
( v- 12) /3

, 4
3
).

证明  设 G = Zn, n = v - 1, 取点集为 Zn G { ] }.全部 2 - 因子可通过初始 2 - 因子 F0 + 1mod n

得到.

v = 12: F 0:  0 1 3 6 0    4 8 9 2 4    5 10 7 ] 5          
v = 18: F 0: 0 1 16 7 0 4 10 13 9 4 2 3 11 14 2 6 8 12 6 5 15 ] 5

v = 24: F 0: 0 1 22 ] 0 3 8 15 7 3 6 9 19 10 6 2 14 16 2 4 11 21 4

5 17 20 5 12 13 18 12

v = 30: F 0: 0 1 28 ] 0 3 6 19 26 3 2 10 21 17 2 4 15 13 4 7 9 24 7

8 20 27 8 11 16 22 11 12 15 25 12 14 18 23 14

v = 36: F 0: 0 1 34 ] 0 3 7 14 9 3 5 30 19 22 5 2 4 8 2 6 16 25 6

10 23 28 10 11 20 27 11 12 24 32 12 13 21 33 13 15 26 29 15

17 18 31 17

v = 42: F 0: 0 1 40 ] 0 3 20 26 36 3 2 5 9 38 2 4 6 7 4 8 17 29 8

10 19 33 10 11 24 31 11 12 27 35 12 13 23 30 13 14 25 39 14

15 28 34 15 16 21 32 16 18 22 37 18

v = 48: F 0: 0 1 46 ] 0 4 10 17 27 4 2 5 40 35 2 18 31 45 18 6 42 43 6

7 23 34 7 14 29 36 14 13 22 39 13 15 41 44 15 3 12 37 3

8 20 38 8 9 28 33 9 11 26 30 11 16 24 32 16 19 21 25 19

引理 11 对每个 v I {18, 24, 30, 36, 42, 48},存在一个 OP2 ( 3
( v- 15) /3

, 5
3
).

证明  设 G = Zn, n = v - 1, 取点集为 Zn G { ] }.全部 2 - 因子可通过初始 2 - 因子 F0 + 1mod n

得到.

v = 18: F 0: 0 1 16 13 8 0 2 6 12 5 3 2 7 10 14 9 15 7 4 11 ] 4

v = 24: F 0: 3 14 5 16 ] 3 2 7 13 20 10 2 0 1 22 19 15 0 4 6 9 4 8 12 21 8

11 17 16 11

v = 30: F0: 0 1 7 28 ] 0 3 10 20 8 19 3 5 14 16 21 2 5 4 9 24 4 6 13 17 6

11 15 27 11 12 18 26 12 22 23 25 22

v = 36: F0: 0 1 5 34 ] 0 4 11 19 22 17 4 2 12 24 15 13 3 6 14 3 7 25 26 7

8 23 29 8 9 28 32 9 10 20 27 10 16 21 30 16 18 31 33 18

v = 42: F0: 0 1 40 35 ] 0 7 11 20 38 15 7 2 9 3 19 22 2 4 5 8 4 6 16 30 6

)28)
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10 24 36 10 12 27 29 12 13 26 32 13 14 23 34 14 17 28 33 17

18 25 37 18 21 31 39 21

v = 48: F0: 4 11 17 26 ] 4 0 1 46 30 3 0 2 25 35 39 7 2 5 6 8 5 9 13 20 9

10 22 36 10 12 24 40 12 14 31 37 14 15 28 41 15 16 34 45 16

18 33 38 18 19 27 44 19 21 29 43 21 23 32 42 23

3 主要结果

在这一节中,我们将证明本文的主要结果,即定理 2.首先从 s = 4开始.

引理 12 对任意 v S 4(m od 6)且 v \ 4,存在一个 OP2 ( 3
( v- 4) /3

, 4).

证明  当 v = 4, 10, 16, 22时,可以由引理 5得到. 根据定理 4,对任意 u = ( v - 4) /6且 v \ 28, 存

在一个 ( 3, 2) - CF ( 6
u
).对 h = 4运用构造 1,我们可以得到 OP2 ( 3

( v- 4) /3
, 4), 其中输入设计 IOP2 ( { 3

2
, 4},

10, 4)来自引理 2, OP2 ( 3
2
, 4)来自引理 5.

引理 13 对任意 v S 2(m od 6)且 v \ 8,存在一个 OP2 ( 3
( v- 8) /3

, 4
2
).

证明  v = 8, 14, 20可以由引理 6得到.根据定理 4,对任意 u = ( v - 2) /6且 v \ 26,存在一个 (3, 2)

- CF ( 6
u
).对 h = 2运用构造 1, 我们可以得到 OP2 ( 3

( v-8 ) /3
, 4

2
),其中输入设计 IOP2 ( { 4

2
}, 8, 2)来自引理

1, OP2 ( 4
2
)来自引理 6.

引理 14 对任意 v S 0(m od 6)且 v \ 6,存在一个 OP2 ( 3
( v- 12) /3

, 4
3
).

证明  我们分两种情形证明: v S 0(mod 12)和 v S 6(m od 12).

1. v S 0(mod 12). v = 12, 24, 36, 48可以由引理 10得到. 根据定理 4,对任意 u = ( v - 6) /12且 v \
54,存在一个 ( 3, 2) - CF ( 12

u
). 对 h = 6运用构造 1, 我们可以得到 OP2 ( 3

( v- 12) /3
, 4

3
), 其中输入设计

IOP2 ( {3
2
, 4

3
}, 18, 6)来自引理 3, OP2 ( 3

2
, 4

3
)来自引理 10.

2. v S 6(m od 12). v = 18, 30, 42可以由引理 10得到. 根据定理 5,对任意 u = ( v - 12) /12且 v \ 60

存在一个 3 - CF (12
u
6
1
).把它的每个圈复制一次,可得一个 (3, 2) - CF (12

u
6
1
). 对 h = 6运用构造 1,我

们可以得到 OP2 ( 3
( v- 12 ) /3

, 4
3
),其中输入设计 IOP2 ( { 3

2
, 4

3
}, 18, 6)来自引理 3, OP2 (4

3
)来自引理 10.

引理 15 ( 1)对任意 v S 2(m od 6)且 v \ 8, 存在一个 OP2 ( 3
( v- 5) /3

, 5). ( 2)对任意 v S 4(mod 6)且

v \ 10, 存在一个 OP2 ( 3
( v- 10) /3

, 5
2
).

证明  根据定理 1, 只需要证明当 v = 20时 OP2 ( 3
( v- 5) /3

, 5)存在和当 v = 10, 16, 22时 OP2 ( 3
( v- 10) /3

,

5
2
)存在即可.由引理 8和引理 9这些数值都得到了解决.

引理 16 对任意 v S 0(m od 6)且 v \ 6,存在一个 OP2 ( 3
( v- 15) /3

, 5
3
).

证明  我们分两种情形证明: v S 0(mod 12)和 v S 6(mod 12).

1. v S 0(m od 12). v = 24, 36, 48可以由引理 11得到. 根据定理 4,对任意 u = ( v - 6) /12且 v \ 54

存在一个 ( 3, 2) - CF ( 12
u
). 对 h = 6运用构造 1, 我们可以得到 OP2 ( 3

( v- 15 ) /3
, 5

3
), 其中输入设计

IOP2 ( {3, 5
3
}, 18, 6)来自引理 4, OP2 ( 3, 5

3
)来自引理 11.

2. v S 6(m od 12). v = 18, 30, 42可以由引理 11得到. 根据定理 5,对任意 u = ( v - 24) /12且 v \ 72

存在一个 3 - CF (12
u
18
1
).把它的每个圈复制一次, 可得一个 ( 3, 2) - CF (12

u
18
1
). 对 h = 6运用构造 1,

我们可以得到 OP2 ( 3
( v- 15) /3

, 5
3
), 其中输入设计 IOP2 ( { 3, 5

3
}, 18, 6)来自引理 4, OP2 ( 3

3
, 5

3
)来自引理 11.

定理 2的证明  对 s = 4, 5, b = 1, 2, 3, 我们分两种情形证明: v S 1(mod 2)和 v S 0(mod 2).若 v

S 1(mod 2), OP2 ( 3
( v- sb) /3

, s
b
)可由 OP (3

( v- sb) /3
, s

b
)的圈集直接复制一次得到, 其中 OP2 (3

2
, 5)可由引理

7得到;若 v S 0(m od 2), OP2 ( 3
( v- sb) /3

, s
b
)可由引理 12 ~ 引理 16得到.
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