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[摘要 ] � 考虑线性模型 Yi = X T
i � + � i, i= 1, 2, � , n,其中 Y i为随机右删失因变量, X i 难以观测,或需要较高成

本才能得到其精确观测值, 故转而观测与 X i 相关的相对易得的随机变量 �X i. 利用数据集 { (X j, �Xj ) } n+ N
j= n+ 1估计

E [X |�X ]的同时, 给出了参数向量 �的一类半参数估计,并且证明了估计量的渐近正态性.
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Abstrac t: Cons ide r the linearm ode ls Yi = X i
T �+ �i, i= 1, 2, � , n, w ith the responseYi censo red random ly on the r ight

andX i ha rd or co stly to m easu re. A relativ e v ariab le �X is to bem easured instead o fX. W hen estim atingE [X |�X ] w ith

the help o f va lidation data { (X j, �X j ) } n+ N
j = n + 1, a class of sem iparam etr ic estim ators for vector � are g iven and the asymp-

totic norm a lity is a lso proved.
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� � 回归模型是一个常用的重要模型.考虑线性回归模型

Yi = X
T

i � + �i, � i = 1, 2, � , n , ( 1)

其中 Yi为数值型因变量, X i为 p维随机协变量, X
T
i 是 X i的转置, � = (�1, �2, � , �p )

T
是 p维待估参数, �i

是随机误差,并且在给定 X i的条件下, 误差项 �i = Yi - X
T
i �独立同分布.

当因变量发生右删失时,某些 Yi无法观测到,观测到的是 Z i = m in( Yi, T i )和 �i = I ( Yi � T i ) ,其中

I (A )是集合 A的指示函数, T i为随机删失变量. 此时,对模型 ( 1)参数的 LSE估计见文献 [ 1-5] .在有些情

况下, 删失是由某些自然原因或突发事件而产生的,此时,删失变量的分布是未知的. 例如,在医学研究中,

由于病人的中途退出,或在观测结束时仍然存活等等,造成对病人生存时间的观测往往是不完全的. 但在

其它一些情况下,删失是由于人为的设定与控制而造成. 例如, 在工程技术方面, 对一些物件进行 (毁坏

性 ) 测试, 但不希望无休止地等待下去直至所有的物件都毁坏, 因为那将耗费太大的人力财力, 所以可以

设定试验的时间不能超过某个界限. 在这种情况下,删失变量的分布是完全已知的.有不少作者对删失分

布已知情况下的统计模型作过研究, 例如文献 [ 6, 7] .

另外,在许多研究背景中, 存在某种变量 (如 X ) 难以观测到,或者对 X的精确观测需要较高的成本,

从而转向观测一个与 X相关的且相对容易观测到的变量 (如 �X ),用 E [X | �X ]来代替X,这样的例子见文献

[ 8-12] .此时称协变量 X带误差.一般情况下, 并不能指出 X与 �X之间的确切关系,但是可以通过某种代
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价比较大的途径来获得一些 X和 �X的观测值 (记为 { (X j, �X j ) }
n+N

j= n+ 1 ),通过 { (X j, �X j ) }
n+N

j= n+1来估计 X与 �X之
间的关系,详见文献 [ 10-14] .

当 Y发生右删失, X带误差时,模型 ( 1) 可以改写为

Yi = �
T

(�X i )�+ ei,

ei = �i + (X i - �( �X i ) )
T
�,

�(�X i ) = E [X i | �X i ].

( 2)

文献 [ 14]考虑了模型 ( 2) 的参数估计问题.该文利用 K ap lan-M e ier估计法来估计删失变量的分布函

数 G (� ), 利用核估计法来估计X与 �X的关系E [X | �X ] ,最后使用 Kou-l Susa rla-Van R yzin估计的方法调整

删失数据, 得到 �的估计量 �̂n, N .众所周知,在协变量 X能准确观测到时, Kou-l Susarla-V an Ryzin估计是将

所有观测到的 Z i 都进行了调整, 这使得所有未被截断的 Yi 均被提高, 因此在进行随机模拟时,

K ou -l Susarla-V an R yzin估计的效果不是很理想
[ 6, 15]

.

本文中,我们在假定 G (� )已知的情况下, 对模型 ( 2)的参数估计问题作进一步的研究.给出 �的一类

半参数估计方法,并且得到了估计量 �̂n, N的渐近正态性.

1� 估计方法

对于模型 ( 2),设 �X为 d维随机变量,删失变量 T的分布 G (� )为已知,且具有密度函数 g (� ) > 0,随

机误差满足 E [ � | �X ] = 0. 并且假设在给定 �X的条件下, Y与 T相互独立, 且 T与 �X相互独立.观测数据

{ (Z i, �i, �X i ) }
n

i= 1独立同分布.根据文献 [ 15] 中 C lass K估计的思想方法,我们将删失数据调整为

Y
*
i = �i�1 (Z i ) + ( 1 - �i )�2 (Z i ), ( 3)

此处 �1、�2为连续函数,且满足

[ 1 - G ( y ) ] �1 ( y ) + �
y

- �
�2 ( t ) dG ( t) = y,

�1、�2与 Yi的分布无关,但有可能依赖于 G.

由条件 E [ �i | �X i ] = 0,可以验证 E [ Y
*
i | �X i ] = �

T
(�X i )�, i = 1, 2, � , n.即对于模型

Y
*
i = �

T
( �X i )�+ e�i, ( 4)

有 E [ e�i | �X i ] = 0, � i = 1, 2, � , n.

因此对模型 ( 4) 可以利用最小二乘估计,得到 �的估计量为

�n = �
- 1

n A n, ( 5)

其中 �(� )为已知, �n =
1

n �
n

i= 1

�(�X i ) �
T

( �X i ), An =
1

n �
n

i= 1

�( �X i ) Y
*
i .

由于 X与 �X之间的具体关系 �(� )通常是未知的, 类似于文献 [ 12]和 [ 13], 我们可以通过某种代价比

较大的途径来得到一组独立同分布的观测值 { (X j, �X j ) }
n+N

j= n+ 1, 并且与前面的 { (Z i, �i, �X i ) }
n

i= 1相独立, 利用

{ (X j, �X j ) }
n+N

j= n+ 1对 �(� )进行核估计. 因此对于 � �x � �x-, �(�X i )的估计量定义为

�̂N ( �x) =

�
n+N

j= n+ 1

X jK
�x - �X j

hN

�
n+N

j= n+1
K
�x - �X j

hN

, ( 6)

其中 K (� ) 是一个核函数, hN 是一列趋于 0的正常数, �x- 是 �X的支撑.参数 �的估计量定义为

�̂n, N = �̂
- 1
n, N Ân, N , ( 7)

其中

�̂n, N =
1
n �

n

i= 1

�̂N (�X i ) �̂N
T

(�X i ), ( 8)

Â n, N =
1
n �

n

i= 1
�̂N ( �X i ) Y

*
i =

1
n �

n

i= 1
�̂N ( �X i ) [ �i �1 (Z i ) + ( 1 - �i )�2 (Z i ) ]. ( 9)

在下节中,我们将对 �̂n, N - �进行分解, 进而给出 �̂n,N - �的渐近正态性.
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2� 假设条件和主要结论

首先假定:

( 1) D
m
为定义在 R

d
上的所有连续函数 f的集合, 并且 f的微商满足

�i
1

��xi1
1

�i2

��x i2
2

� �
i
d

��x id
p

f ( �x1, � , �xd )

对于 0 � i1 + i2 + � + id � m一致有界.

( 2) F ( t | �x ) = P ( Y � t | �X = �x ), H ( t | �x ) = P (Z � t | �X = �x).

( 3) 对于任意分布函数 W (� )以及 r > 0, �W (� ) = 1 - W (� ), �W- r
(� ) = ( �W (� ) )

-r
.

( 4) X ir、�r ( �x )分别为 X i、�( �x )的第 r个分量.

( 5) 对于任意向量 a, b, � a - b� = � | a i - bi |, 其中 ai, bi分别为 a, b的第 i个分量.

为了证明本文的定理,并给出如下假设条件:

( C. �) E [ � | �X = �x] = 0.

( C. �) �的真实值 �0为有界常向量, �在 �0的有界区域内.

( C. X ) sup
�x� �-x

E [X
4

1r | �X = �x] < � , r = 1, 2, � , p.

( C. �X ) ( i) �X的密度函数 f�X ( �x )存在, 并且存在 �n > 0, 使得 nP (f �X ( �x ) < �n ) � 0;

( ii) 存在 m > 2d,使得 f�X ( �x ) � D
m
.

( C. �) �(� ) � Dm
.

( C. Y ) sup
�x� �-x

E [ ( ��1 (Z ) + ( 1 - �) �2 ( Z ) )
4

| �X = �x ] < � .

( C. K ) ( i) K (� )是一个具有有界支撑的有界核函数; ( ii) K (� )具有有界变差; ( iii) | K (� ) |具有有

界变差; ( iv) K (� )为 m阶核函数.

( C. hN ) ( i) (N h
2d

N �n )
- 1 /2

log logN � 0. ( ii) N h
4d
N � � . ( iii) 对于 (C. �X )中的 m有 Nh

2m
N � 0. ( iv)

对于 (C. �X ) ( i)中的 �n, 有 hN /�n � 0.

( C. N n )
n

N
� �,其中 �为非负常数.

在下面的定理中,我们给出了估计量 �̂n, N的渐近表达式,进而给出了它的渐近正态性. 对于 i, j = 1,

2, � , n, k = n + 1, n + 2, � , n + N,设

h0 ( �X i, Z i, �i; �X j, Z j, �j ) = �(�X i ) ( Y
*
i - �

T
( �X i ) �) + �(�X j ) ( Y

*
j - �

T
( �X j ) �), ( 10)

�0 (X k, �X k ) = - �(�X k ) (X k - �( �X k ) )
T
�,

� = E�( �X ) �
T

(�X ),

h ( �X i, Z i, �i; �X j, Z j, �j ) = �
- 1
h0 ( �X i, Z i, �i; �X j, Z j, �j ),

�(X k, �X k ) = �
- 1
�0 (X k, �X k ). ( 11)

定理 1� 在条件 ( C. �), ( C. X ), ( C. K ) ( ,i i,i iv) , ( C. �X ), ( C. Y ), ( C. �), ( C. hN )和 ( C. N n ) 下,可以

将 �̂n, N - �分解为

�̂n, N - � = Un + SN + oP ( n
-

1
2 ),

其中 Un =
1

n
2 �

1� i< j� n

h ( �X i, Z i, �i; �X j, Z j, �j ), SN =
1

N �
n+N

k= n+ 1
�(X k, �Xk ).

定理 1将 �̂n, N - �分解成 3部分,其中前两部分相互独立,第三部分为余项. 如果我们能证明前两项的

渐近正态性,则 �̂n,N - �的渐近正态性就可得证.根据这种思路, 我们有如下定理.

定理 2� 在条件 ( C. �), ( C. X ), ( C. K ), ( C. �X ), ( C. Y), ( C. �), ( C. hN )和 ( C. N n )下,

n ( �̂n,N - �)
d

N ( 0, V),

其中 d表示依分布收敛,

V = �
- 1

(V1 + �V2 ) ( �
- 1

)
T
,
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V1 = E { �(�X 1 ) �
T

(�X 1 ) ( Y
*
1 - �

T
( �X 1 )�)

2
},

V2 = E {�( �X 1 )�
T

(�X 1 ) [ (X 1
T

- �
T

(�X 1 ) ) �]
2
}.

在利用定理 2对 �进行区间估计和假设检验时, 由于 V是未知的, 因此下面给出 V的连续估计量:

V̂n = �̂
- 1
n,N ( V̂1n + �V̂2n ) ( �̂

- 1
n, N )

T
,

其中 �̂n, N 如式 ( 8)所定义,

V̂1n =
1

n �
n

i= 1
�̂N (�X i ) �̂N

T
( �X i ) ( Y

*
i - �̂N

T
(�X i ) �̂n, N )

2
},

V̂2n =
1
n �

n

i= 1
�̂N ( �X i ) �̂N

T
(�X i ) (X i - �̂N

T
( �X i ) ) �̂n, N )

2
}.

3� 定理的证明

由 �̂n, N的定义,可得

�̂n, N - � = �̂
- 1

n,N �A n,N ( �), ( 12)

其中 �An, N (�) =
1
n �

n

i= 1
�̂N (�X i ) ( �i�1 (Z i ) + ( 1 - �i )�2 (Z i ) - �̂

T
N ( �X i ) �).

首先,为了证明定理 1,我们需要下面的 3个引理: 引理 1、引理 2和引理 3.这 3个引理的详细证明过程

类似于文献 [ 14]中的引理 4. 1、引理 4. 2和引理 4. 3,在此我们略去了其证明过程.

引理 1� 在条件 ( C. X ), ( C. K ) ( ,i i,i iv ), ( C. �X ) ( ,i ii) , ( C. hN ) ( i)和 ( C. �)下, 我们有

�̂n, N

P
�,

其中 �在第二部分式 ( 10)已有定义.

引理 2� 在条件 ( C. X ), ( C. Y ), ( C. �X ), ( C. �), ( C. K ) ( ,i iv), ( C. hN ) ( i,i iii) 和 ( C. N n ) 下, 可以将

�An,N ( �)化简为

�An,N ( �) =
1

n
2 �

1� i< j� n

h0 (�X i, Z i, �i; �X j, Z j, �j ) +
1

nN �
n

i= 1
�
n+N

j= n+ 1

�n (�X i, Z i, �i; �X j, X j ) + op ( n
- 1

2 ),

其中

� n (�X i, Z i, �i; �X j, X j ) =

(X j - �( �X i ) ) ( Y
*
i - �

T
( �X i ) �)K

�X i - �X j

hN

h
d

N f �X ( �X i )
-

�(�X i ) (X j - �( �X i ) )
T
�K
�X i - �X j

hN

h
d

N f �X ( �X i )
,

h0 (� )如式 ( 10)所定义, Y
*
i 如式 ( 3)所定义, i = 1, 2, � , n, j = N + 1, N + 2, � , n + N.

引理 3� 在条件 ( C. �), ( C. K ) ( ,i iv), ( C. �X ), ( C. X ), ( C. Y ) 下,我们有

1
nN �

n

i= 1
�
n+N

j= n+ 1

� n ( �X i, Z i, �i; �X j, Xj ) = -
1

N �
n+N

j= n+ 1

�(�X j ) (X j - �(�X j ) )
T
� + op ( n

- 1
2 ).

定理 1的证明 � 由式 ( 12)以及引理 1 ~ 引理 3,定理 1结论显然.

定理 2的证明 � 由于 Un与 SN相互独立, 因此只需要证明

nUn � N ( 0, �
- 1
V1 ( 2

- 1
)

T
), ( 13)

nSN y N ( 0, K2
- 1
V2 ( 2

- 1
)

T
). ( 14)

根据 Un的定义,可见 ( n
2

/C
2
n )Un为以 h ( �X i, Z i, Di; �X j, Z j, Dj )为对称核的 U统计量.

对于任何 p维向量 A X 0, 设

h1 ( �X i, Z i, Di; �X j, Z j, Dj ) = A
T
h ( �X i, Z i, Di; �X j, Z j, Dj ),

则

E (h1 ( �X i, Z i, Di; �X j, Z j, Dj ) ) = 0,  i X j.

)34)
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由计算可得

E h
2
1 = E ( A

T
2

- 1
[ L( �X i ) ( Y

*
i - L

T
( �X i ) B) + L ( �X j ) ( Y

*
j - L

T
( �X j ) B) ]

[ L
T

( �X i ) ( Y
*
i - L

T
( �X i ) B) + L

T
( �X j ) ( Y

*
j - L

T
( �X j ) B) ] ( 2

- 1
)

T
A ) =

2A
T

2
- 1

E ( L ( �X 1 ) L
T

( �X 1 )E [ ( Y
*
1 - L

T
( �X 1 ) B)

2
| �X 1 ] ) ( 2

- 1
)

T
A,

由条件 ( C. X ), ( C. Y ) 可知 E h
2
1 < ] .设

h2 ( �X 1, Z1, D1 ): = E [ h1 ( �X 1, Z 1, D1; �X 2, Z 2, D2 ) | �X 1, Z1, D1 ] = A
T

2
- 1

L ( �X 1 ) ( Y
*
1 - L

T
( �X 1 ) B),

易证

V ar[ h2 ( �X 1, Z1, D1 ) ] = A
T

2
-1

E ( L( �X 1 ) L
T

( �X 1 )E [ ( Y
*
1 - L

T
( �X 1 ) B)

2
| �X 1 ] ) ( 2

- 1
)

T
A =

A
T

2
- 1
V1 ( 2

- 1
)

T
A > 0,

其中 V1如定理 2中定义.

根据 U统计量中的 H oeffd ing定理 (见文献 [ 16] ),有

nA
T

(
n

2

C
2
n

)Un

d

N ( 0, 4A
T

2
- 1
V1 ( 2

- 1
)

T
A ),

则

nA
T
Un

d
N ( 0, A

T
2

- 1
V1 ( 2

- 1
)

T
A ).

由于 SN是一系列独立同分布的随机向量之和,则对于 A
T
SN ,由中心极限定理得:

nA
T
SN

d

N ( 0, A
T

K 2
- 1
V2 ( 2

- 1
)

T
A ),

其中 V2如定理 2中定义.

式 ( 13)、( 14) 得证.

由于 A的任意性,从而定理 2成立.
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