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[摘要 ] � 讨论了功能梯度 /压电材料层合中裂纹对 SH 波的散射, 借助 Four ie r积分变换,将所研究的问题转化

成对偶积分方程, 运用 Copson方法将对偶积分方程变为第二类 F redho lm积分方程进行求解, 最后通过数值计

算, 讨论了材料梯度参数、波数等因素对标准动应力强度因子的影响.
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Abstrac t: Scattering o f SH w ave on crack in functiona lly graded/ piezoe lectric layers is d iscussed. Fourier transform s are

used to reduce the prob lem to the solution o f a pa ir of dua l integra l equations, w hich are then reduced to a F redho lm in-

teg ra l equation of second k ind by the Copson m ethod. F ina lly, num er ica l resu lts show ed the effec t of ma teria l g radient,

the frequency o f wave and so on upon the no rma lized stress intensity factor.
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� �随着科学技术的迅猛发展, 对材料的要求越来越高, 通常的单一材料很难满足工程实际中多功能要

求.由于梯度变化的材料连接不同性质的材料就可以有效地降低材料间界面上的应力集中,于是层合结构

得到了广泛应用.功能梯度 /压电材料对弹性波的散射的研究还是处于初级阶段,还有大量的问题需要解

决, 文献 [ 1]研究了正交各向异性功能梯度材料裂纹尖端的应力场, 文献 [ 2]用对偶积分方程方法计算了

任意几何形状二维正交各向异性功能梯度材料静态裂纹的应力强度因子.文献 [ 3]分析了正交各向异性

功能梯度材料在反平面载荷剪切作用下裂纹尖端的应力场. 这些材料常常会在波动场中出现,因此研究波

和功能梯度材料中缺陷的作用就有十分重要的意义.文献 [ 4]首先研究了功能梯度压电材料条中裂纹的

反平面问题.他们发现,功能梯度压电材料中裂纹尖端的应力和电位移与均匀压电材料中裂纹尖端的应力

和电位移具有相同形式, 文献 [ 5]研究了压电材料和弹性材料复合材料中裂纹对弹性波的散射. 这一点

使得我们可以使用已经发展起来的相对成熟的均匀压电材料的数值方法来研究功能梯度压电材料的裂纹

问题.

目前还没有对功能梯度 /压电材料的层合中裂纹对 SH波散射进行过研究,本文通过 Fourier积分变换

把混合边值问题的求解转化为对偶积分方程,然后利用 Copson方法将得到的对偶积分方程转化为 Fred-

holm积分方程, 利用高斯型求积公式对其进行求解.得到了裂纹尖端的应力强度因子、电位移强度因子,

分析了不同材料梯度指数、入射角等对标准动应力强度因子的影响.
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1�问题的描述及基本方程

考虑如图 1所示的问题, 功能梯度 /压电 ( Functiona lly

Graded Piezoelectr icM aterials简称 FG /PM )材料层合中含有

一长度为 2a的裂纹,并且 h1 + h2 = 2h. D3是功能梯度材料.

设裂纹面处于笛卡尔直角坐标系的 x - y平面, 极化方向沿

z轴,则只有反平面位移和面内电场相互耦合.

在散射场运动方程为如下形式

��xz ( k)
�x

+
��yz( k )
�y

= �
�2w k

�t2
,

�Dx ( k)

�x
+
�D y( k )

�y
= 0,

��xz
�x

+
��yz
�y

= �e
�2w 3

�t2
. (1)

在线电弹性的理论框架下, (忽略体力与自由电荷 )压

电材料本构方程为

�iz ( k) = c44
�wk

�i
+ e15

��k
�i
, � D i( k) = e15

�w k

�i
- �11

��k
�i
. ( 2)

其中 i = x, y; k = 1, 2. �xz ( k) , �yz ( k) 是压电材料中的剪切应力; w k压电材料中的反平面位移; c44, e15, �11分

别称为压电材料的剪切模量、压电常数和介电常数, D y ( k) , D x ( k) 是平面电位移, �k是电势.

功能梯度材料的本构方程为

�yz = c44e
�w 3

�y
, � �xz = c44e

�w 3

�x
. ( 3)

其中, �xz, �yz是功能梯度材料的剪切应力.材料常数的变化量, w 3是功能梯度材料的反平面位移; c44e是功

能梯度材料的剪切模量.

式 ( 2), ( 3)代入式 (1)中,并且引进新函数

�k ( x, y ) = �k ( x, y ) -
e150

�110
wk (x, y ).

式 ( 1)可化为如下形式

� 2
wk ( x, y ) + �

�wk (x, y )

�y
+
�

2

c
2

sh

wk (x, y ) = 0,

� 2
�k ( x, y ) + �

��k (x, y )
�y

= 0,

� 2
w3 (x, y ) + �

�w 3 ( x, y )

�y
+
�0�

2

c440
w 3 ( x, y ) = 0.

( 4)

2� 边界条件的提出及对偶积分方程的建立

由于裂纹面自由及材料在几何形状上关于 y轴对称, 从而本问题的边界条件可以描述为

�yz ( 1 ) ( x, 0) = �yz ( 2) (x, 0) = - �0 sin�exp - i�
xcos�
csh

, ( 0 < x < a ),

w 1 (x, 0) = w2 (x, 0), ( x > a),

( 5)

D y( 1 ) ( x, 0) = D y( 2) ( x, 0), (0 < x < a ),

Ey ( 1) (x, 0) = Ey( 2) ( x, 0),

�1 ( x, 0) = �2 ( x, 0), ( x > a ),

( 6)
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�yz( 1) (x, 0) = �yz ( 2) ( x, 0), ( x > a ),

D y( 1) (x, 0) = D y ( 2) ( x, 0), ( x > a ),
( 7)

�yz ( 1) (x, - h2 ) = 0,

D y( 1) (x, - h2 ) = 0,

�yz ( 2) (x, h1 ) = �yz ( x, h1 ), Ey ( 1) (x, - h2 ) = 0,

w 2 ( x, h1 ) = w 3 ( x, h1 ), Ey ( 2) ( x, h1 ) = 0,

D y( 2) (x, h1 ) = 0.

( 8)

为了研究问题的方便引入 Four ier变换
[ 6]
, 则位移和电势的表达式分别为

[ 7]

w k ( x, y ) =
2
� �

�

0
[A 1k ( s) exp( p1y ) + A 2k ( s) exp( p2y ) ] co s( sx ) ds,

�k ( x, y ) =
e150

�110
wk ( x, y ) +

2
� �

�

0
[B1k ( s) exp( q1y ) + B2k ( s) exp( q2y ) ] co s( sx ) ds,

w 3 ( x, y ) =
2

� �
�

0
[ C1k ( s) exp( �2y ) ] cos( sx ) ds.

( 9)

将式 ( 9)代入式 (2), ( 3)中得

�yz ( k) ( x, y ) =
2�0
�

exp( �y ) �
�

0
[ p1A 1k ( s) exp( p1y ) + p2A 2k ( s) exp( p2y ) ] cos( sx ) ds +

� � � � � �
2e150

�
exp( �y ) �

�

0
[ q1B 1k ( s) exp( q1y ) + q2B2k ( s) exp( q2y ) ] cos( sx ) ds,

Dy ( k) ( x, y ) = -
2�110
�

exp(�y ) �
�

0
[ q1B1k ( s) exp( q1y ) + q2B 2k ( s) exp( q2y ) ] cos( sx ) ds,

�yz ( x, y ) =
2c440

�
exp( �( y - h1 ) ) �

�

0
[ �2C1k ( s) exp( �2y ) ] cos( sx ) ds.

(10)

由边界条件 ( 6) ~ ( 8) 解出系数 A 1k ( s), A 2k ( s), B 1k ( s), B2k ( s), C1k ( s), 并由入射波对应的应力形式及边

界条件 ( 5)得到对偶积分方程

�
�

0
sF ( s) p ( s) cos( sx ) ds =

�
2c440
�0 sin�exp - i� x cos�

csh
, � ( 0 < x < a),

�
�

0
p ( s) cos( sx ) ds = 0, � ( a < x ).

(11)

由 Copson方法, 可得对偶积分方程 ( 11)的解为

p ( s) =
��0a sin�
2c440 �

1

0
�� ( �) J0 ( sa�) d�, (12)

其中 J0 ( sa�) 为第一类 Bessel函数, 函数 � ( �)满足下列第二类 Fredho lm积分方程

� ( �) + �
1

0
� ( �)K ( �, �) d� = �J0 �

csh
a�cos� ,

其中核 K (�, �)满足下列方程

K (�, �) = ���
�

0
s A

s

a
- 1 J0 ( s�)J 0 ( s�) ds.

3� 裂纹尖端场的渐进解

将 ( 12)式右边积分得

p ( s) =
�a�0
2c440

sin�
1
s
� ( 1)J 1 ( sa) - �

1

0
�J1 ( sa�)

d
d�
[ �

- 1
2 � (�) ] d� , (13)

其中 J1 ( sa�) 是第一类一阶的 Besse l函数.

将式 (13) 代入式 (10),得 y = 0时的应力、电位移主部的表达式
[ 8]
, 并引入复变换

[ 9]
,考虑裂纹尖端

附近的应力、电位移在 s � � 处的奇异性.
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�yz ( 1) (x, 0) = a�0 � (1) sin�
-

r cos �-
1
2
�1 -

1
2
�2

a r1 r2

=
x�0 � (1) sin�

(x + a) ( x - a )
,

Dy ( 1) ( x, 0) = -
ae150

c440
�0� ( 1) sin�

-

r cos �-
1

2
�1 -

1

2
�2

a r1r2

=
e150

c440
x�0� ( 1) sin�/ ( x + a ) ( x - a ).

(14)

裂纹尖端的应力强度因子、电场强度因子表示为

K
�
= lim

x� a+
2�( x - a ) �yz( 1 ) ( x, 0) exp( - i� t) = �a�0 � (1) sin�exp( - i� t),

K
D
= l im

x� a+
2�( x - a )D y( 1) ( x, 0) exp( - i� t) =

e150

c440
�a�0 � (1) sin�exp( - i� t) =

e150

c440
K

T
. (15)

记标准化后的应力强度因子为

K 3 = | � ( 1) sin� |.

4� 数值算例与讨论

利用高斯型求积公式对上面的第二类 Fredho lm积分方程进行求解, 得到标准化后的应力强度因子.

下面主要分析梯度参数、带宽、拼接材料的梯度参数, 波数及入射角对标准化后的应力强度因子的影响,

假定在裂纹面 y = 0处的材料为压电陶瓷 PZT - 4, 裂纹长为 a = 0�5. 有关结果可用图 2 ~ 6表示出来.

图 2给出了标准化后的动应力强度因子 K 3与波数 a� / csh之间的关系 ( h1 /a = h2 /a = 0�5, �a = 2�5
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以及 �= � /4).从图中可以看出,动应力强度因子随着波数增大而增大. 在 �相同的情况下,动应力强度因

子随着拼接的功能梯度参数增大而增大.

图 3给出了不同梯度 �a情况下波数 a� /csh对标准化后的动应力强度因子的影响 ( h1 /a = h2 /a = 0�5,
� = � /6,及 � = 2). 从图中可以看到,标准化后的动应力强度因子随着 �a的增加而增加;在 �a一定的情

况下, 标准化后的动应力强度因子随 a� /csh的增大而增大.

图 4给出了不同入射角 �情况下波数 a� /csh对标准化后的动应力强度因子的影响 ( h1 /a = h2 /a =

0�5, �a = 3, �= 0�5).从图中可以看到,标准化后的动应

力强度因子随 �的增大而增大; 在 �一定的情况下, 标准

化后的动应力强度因子随 a� / csh的增大而增大.

图 5给出了当 a� /csh = 0�5, �= � /6, � = 0�5,动应
力强度因子随着带宽 h /a变化的情况.从图中可以看到,

在 �a越大,标准化后的应力强度因子越大;在 �a一定的

情况下,标准化后的应力强度因子随着 h1 /a的增加而降

低.

图 6给出了当 a� /csh = 0�5, �= � /6, h1 /a = 1�5以
及 � = 2�0时, 动应力强度因子随带宽 h /a不同的情况

下,波数 a� /csh对标准化后的动应力强度因子的影响. 从

图中可以看出, 标准化后的动应力强度因子随 h /a的增

大而减小;在 h /a一定的情况下, 标准化后的动应力强度

因子随 a� /csh的增大而增大.

5�结论

讨论了功能梯度 /压电材料层合中裂纹对 SH波的散射. 随着入射角的增加,标准化应力强度因子也

逐渐增加. 功能梯度压电材料的梯度参数可以使裂纹尖端的应力集中变小, 带宽对标准应力强度因子也

有影响,适当增加带的宽度, 可以抑制标准应力强度因子的增加. 调节拼接材料梯度参数可以使裂纹尖

端的应力集中变小.
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