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[摘要 ] � 给出了等价的定义, 在存在正规整基的前提下证明了在等价的条件下双二次域的正规整基生成元惟

一, 同时计算出了具体的生成元, 最后,用具体例子验证了不同情形下的生成元惟一.
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� � 设 K /Q 是有限伽罗瓦扩张, G = Ga l(K /Q ) 是伽罗瓦群, OK是 K 的代数整数环, 如果一个集合

{ �
�
} �� G满足

OK = �
�� G

Z�
�
= [ �

�
, � � G ] ,

则此集合被称为OK的一组正规整基 (简写成 N IB),其中 �被称为正规整基的一个生成元. 如果 �是正规

整基的一个生成元,则容易证明 - �和 �
�
也是正规整基的生成元, 其中 � � G.

假设 �和 �是 OK的正规整基的两个生成元, 如果存在 � � G满足 � = � ��, 即 �和 �是共轭或相

差正负号, 那么我们称 �和 �是等价的,记做 � ~ �. 我们不禁会问 �当 OK存在正规整基时,正规整基的

生成元在等价的意义下是否惟一呢? �本文求出了具有正规整基的双二次域 Q ( m, n )的正规整基的生

成元的代表元,即定理 2.

定理 1
[ 1] � 设 K = Q ( m, n ), 其中 m和 n是两个不同的无平方因子整数, 并且均不为 1, 记 k =

mn

(m, n )
2,那么:

( 1) 令 M = Q ( m ),则 K中的元素 �是代数整数, 当且仅当 NK /M ( �) 和 TrK /M ( �) 均是代数整数.

( 2) 如果 m � 3(mod 4), n� k � 2(mod 4), 则 1, m, n,
1
2
( n + k ) 是OK的一组整基,并且 DK

= 64mnk.
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( 3) 如果 m � 1(mod 4), n � k � 2或 3(mod 4),则 1, 1 + m
2

, n,
n + k
2

是 OK的一组整基,并

且 DK = 16mnk.

( 4) 如果 m � n � k � 1(mod 4),则 1,
1

4
(1 + m ) (1 + k ),

1

2
( 1 + m ),

1

2
(1 + n) 是 OK的

一组整基, DK = mnk.

引理 1
[ 2, 3] � 记 K = Q ( m, n ), m, n都是无平方因子的整数. 则 K /Q具有正规整基当且仅当 m �

n � 1(mod 4).

1� 定理的证明

本文的主要目的是证明双二次域 Q ( m, n )在存在正规整基时, 正规整基是惟一的, 为了证明这一

结论, 我们先来做些准备工作:

记 K = Q ( m, n), m, n都是无平方因子且不相等的整数, m � n� 1(mod 4), k =
mn

(m, n )
2 � 1(mod

4), disc(K ) = mnk. 注意Q ( m, n ) = Q ( m, k ) = Q ( n, k ) = Q ( m, n, k ). Ga l(K /Q ) = { id, �1,

�2, �3 }.

由 m, n, k =
m n

(m, n )
2的正负号知 m, n, k中必有一个为正, 再由 m, n, k三者的对称性, 不妨假设 m >

0,

OK = Z + Z
( 1 + m ) ( 1 + k )

4
+ Z

1 + m

2
+ Z

1 + n

2
.

引理 2� 在四次域 Q ( m, n )中, 当 m > 0且 m � n � 1(mod 4)时,

1 + k
2

=
1 + m 0

2
+ 2

1 + m
2

1 + k
2

-
1 + m

2
- m 0

1 + n
2

,

其中 k =
mn

(m, n )
2, m 0 =

m
(m, n)

.

下面我们来证明这一结论:

定理 2� 设 K = Q ( m, n ) (其中 m, n是两个不同的无平方因子整数, 并且均不为 1), m � n �

1(mod 4), 那么, K /Q 正规整基生成元在等价的条件下惟一.

证明 � 要完成该定理的证明必须分当 m > 0时, m 0 =
m

(m, n)
� 1(mod 4)和 m 0 =

m
(m, n)

� 3(mod

4)两种情况来讨论.

令 � = a + b
1 + m

2

1 + k

2
+ c

1 + m

2
+ d

1 + n

2
� OK ,其中 a, b, c, d � Z,则

�1 (�) = a + b
1 + m

2

1 - k

2
+ c

1 + m

2
+ d

1 - n

2
= a + b

1 + m

2 1 - 1 + k
2

+

c
1 + m

2
+ d 1 -

1 + n

2
= ( a + d ) - b

1 + m

2

1 + k

2
+ ( b + c)

1 + m

2
- d

1 + n

2
,

�2 ( �) = a + b
1 - m

2
1 - k
2

+ c
1 - m

2
+ d

1 + n
2

= a + b 1 -
1 + m

2
1 -

1 + k
2

+

c 1 - 1 + m
2

+ d
1 + n

2
= a + b

1 - m 0

2
+ c - b

1 + m

2

1 + k

2
- c

1 + m

2
+ ( bm 0 + d )

1 + n

2
,

�3 ( �) = a + b
1 - m

2
1 + k
2

+ c
1 - m

2
+ d

1 - n
2

=
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a + b 1 -
1 + m

2

1 + k
2

+ c 1 -
1 + m

2
+ d 1 -

1 + n
2

=

a + b
1 + m 0

2
+ c + d + b

1 + m
2

1 + k
2

- ( b+ c)
1 + m

2
- ( bm 0 + d )

1 + n
2

.

那么要使 �是正规整基生成元,则只需

�

�1 (�)

�2 (�)

�3 (�)

= A

1

1+ m
2

1 + k
2

1 + m

2

1 + n

2

,

其中

A =

a b c d

a + b
1 - m 0

2
+ c - b - c bm 0 + d

a + d - b b+ c - d

a + b
1 + m0

2
+ c + d b - ( b + c) - ( bm 0 + d )

满足 detA = � 1,而 detA = b( b+ 2c) (2d + bm 0 ) ( 4a + b + 2c + 2d ),即 b ( b + 2c) ( 2d + bm 0 ) (4a + b+

2c + 2d ) = � 1.

从而

b = � 1,

b + 2c = � 1,

2d + bm 0 = � 1,

4a + b + 2c + 2d = � 1.

( 1)

情况 1� 当 m > 0, m 0 =
m

(m, n)
� 1(mod 4) 时,即 m 0 = 4l + 1型,其中 l � Z, 方程组 ( 1) 的整数

解如下:

a =
m 0 - 1

4
,

b = 1,

c = 0,

d =
1 - m 0

2
;

� �

a =
1 - m 0

4
,

b = - 1,

c = 0,

d =
m 0 - 1

2
;

� �

a =
m 0 - 1

4
,

b = 1,

c = 0,

d = -
1 + m 0

2
;

� �

a =
1 - m 0

4
,

b = - 1,

c = 0,

d =
m 0 + 1

2
;

a =
m 0 - 1

4
,

b = 1,

c = - 1,

d =
1 - m 0

2
;

� �

a =
1 - m 0

4
,

b = - 1,

c = 1,

d =
m 0 - 1

2
;

� �

a =
m 0 + 3

4
,

b = 1,

c = - 1,

d = -
1 + m 0

2
;

� �

a = -
3 + m 0

4
,

b = - 1,

c = 1,

d =
m 0 + 1

2
.

�1 =
m 0 - 1

4
+
1 + m

2
1 + k
2

+
1 - m 0

2
1 + n
2

,

�1 =
1 - m 0

4
-
1 + m

2
1 + k
2

+
m 0 - 1

2
1 + n
2

,
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�2 =
m 0 - 1

4
+
1 + m

2
1 + k
2

-
1 + m 0

2
1 + n
2

,

�2 =
1 - m 0

4
-
1 + m

2

1 + k

2
+
1 + m 0

2

1 + n

2
,

�3 =
m 0 - 1

4
+
1 + m

2

1 + k

2
-
1 + m

2
+
1 - m 0

2

1 + n

2
,

�3 =
1 - m 0

4
-
1 + m

2
1 + k
2

+
1 + m

2
+
m 0 - 1

2
1 + n
2

,

�4 =
m 0 + 3

4
+
1 + m

2

1 + k

2
-
1 + m

2
-
1 + m 0

2

1 + n

2
,

�4 = -
m 0 + 3

4
-
1 + m

2
1 + k
2

+
1 + m

2
+
1 + m 0

2
1 + n
2

.

因为

�1 ( �1 ) =
m 0 - 1

4
+
1 + m

2
1 - k
2

+
1 - m 0

2
1 - n
2

=

m 0 - 1

4
+
1 + m

2 1 -
1 + k

2
+
1 - m 0

2 1 -
1 + n

2
= �3,

�2 ( �1 ) =
m 0 - 1

4
+
1 - m

2
1 - k
2

+
1 - m 0

2
1 + n
2

=

m 0 - 1

4
+ 1 -

1 + m

2
1 -

1 + k

2
+
1 - m 0

2

1 + n

2
= �2,

�3 ( �1 ) =
m 0 - 1

4
+
1 - m

2
1 + k
2

+
1 - m 0

2
1 - n
2

=

m 0 - 1

4
+ 1 -

1 + m

2

1 + k

2
+
1 - m 0

2 1 -
1 + n

2
= �4,

所以

�1 = - �1, �1 �3 = - �3, �1�2 = - �2, �1 �4 = - �4.

因此 K = Q ( m, n), 当 m > 0, m 0 =
m

(m, n )
� 1(mod 4) 时,正规整基生成元在等价的条件下惟一.

情况 2� 当 m > 0, m 0 =
m

(m, n )
� 3(m od 4)时,即 m 0 = 4l+ 3型,其中 l � Z, 方程组 ( 1)的整数

解如下:

a =
m0 + 1

4
,

b = 1,

c = - 1,

d =
1 - m 0

2
;

� �

a = -
m0 + 1

4
,

b = - 1,

c = 1,

d =
m 0 - 1

2
;

� �

a =
m 0 + 1

4
,

b = 1,

c = - 1,

d = -
1 + m 0

2
;

� �

a = -
m 0 + 1

4
,

b = - 1,

c = 1,

d =
m 0 + 1

2
;

b =
m 0 + 1

4
,

b = 1,

c = 0,

d = -
1 + m 0

2
;

� �

a = -
m 0 + 1

4
,

b = - 1,

c = 0,

d =
m 0 + 1

2
;

� �

a =
m 0 - 3

4
,

b = 1,

c = 0,

d =
1 - m 0

2
;

� �

a =
3 - m 0

4
,

b = - 1,

c = 0,

d =
m 0 - 1

2
.

�1 =
1 + m 0

4
+
1 + m

2

1 + k

2
-
1 + m 0

2

1 + n

2
,
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�1 = -
1+ m 0

4
-
1 + m

2
1 + k
2

+
1+ m 0

2
1 + n
2

,

�2 =
m 0 - 3

4
+
1 + m

2
1 + k
2

+
1 - m 0

2
1 + n
2

,

�2 =
3 - m 0

4
-
1 + m

2
1 + k
2

-
1 - m 0

2
1 + n
2

,

�3 =
m 0 + 1

4
+
1 + m

2
1 + k
2

-
1 + m

2
-
1 + m 0

2
1 + n
2

,

�3 = -
1 + m 0

4
-
1 + m

2
1 + k
2

+
1 + m

2
+
1 + m 0

2
1 + n
2

,

�4 =
1 + m 0

4
+
1 + m

2
1 + k
2

-
1 + m

2
+
1 - m 0

2
1 + n
2

,

�4 = -
1 + m 0

4
-
1 + m

2
1 + k
2

+
1 + m

2
-
1 - m 0

2
1 + n
2

.

同情况 1一样,通过计算可得出 �1 (�1 ) = �3, �2 ( �1 ) = �2, �3 ( �1 ) = �4.所以

�1 = - �1, �1 �3 = - �3, �1�2 = - �2, �1 �4 = - �4.

因此 K = Q ( m, n), 当 m > 0, m 0 =
m

(m, n )
� 3(mod 4) 时,正规整基生成元在等价的条件下惟一.

综上所述:已经完成了上述定理的证明.

2� 例子

例 1�K = Q ( 33, 21).

即 m = 33, n = 21, k =
mn

(m, n )
2 � 1(m od 4), m 0 =

m
(m, n)

� 3(mod 4).

令 � = a + b
1 + 33

2
1 + 77

2
+ c

1 + 33
2

+ d
1 + 21

2
, 其中 a, b, c, d � Z.

方程组 ( 1) 的整数解如下:

a = 3,

b = 1,

c = 0,

d = - 6;

� �

a = - 3,

b = - 1,

c = 0,

d = 6;

� �

a = 2,

b = 1,

c = 0,

d = - 5;

� �

a = - 2,

b = - 1,

c = 0,

d = 5;

a = 3,

b = 1,

c = - 1,

d = - 6;

� �

a = - 3,

b = - 1,

c = 1,

d = 6;

� �

a = 3,

b = 1,

c = - 1,

d = - 5;

� �

a = - 3,

b = - 1,

c = 1,

d = 5.

�1 =
1 + 33 + 77 - 21

4
, �1 =

- 1 - 33 - 77 + 21
4

,

�2 =
- 1 + 33 + 77 + 21

4
, �2 =

1 - 33 - 77 - 21
4

,

�3 =
- 1 - 33 + 77 - 21

4
, �3 =

1 + 33 - 77 + 21
4

,

�4 =
1 - 33 + 77 + 21

4
, �4 =

- 1 + 33 - 77 - 21
4

.

通过计算可得到

�1 (�1 ) = �3, �2 ( �1 ) = �2, �3 ( �1 ) = �4.
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所以有

�1 = - �1, �1 �3 = - �3, �1�2 = - �2, �1 �4 = - �4.

因此 K = Q ( 33, 77) 正规整基生成元在等价的条件下也是惟一的.

例 2�K = Q ( 5, - 35).

即 m = 5, n = - 35, k =
mn

(m, n )
2 = - 7 � 1(mod 4), m 0 =

m

(m, n )
= 1 � 1(mod 4).

令 � = a + b
1 + 5

2

1 + - 7

2
+ c

1 + 5

2
+ d

1 + - 35

2
, 其中 a, b, c, d � Z.

满足方程组 ( 1) 的 �共 8个如下:

�1 =
1 + 5 + - 7 + - 35

4
, �1 =

- 1 - 5 - - 7 - - 35
4

,

�2 =
- 1 + 5 + - 7 - - 35

4
, �2 =

1 - 5 - - 7 + - 35
4

,

�3 =
- 1 - 5 + - 7 + - 35

4
, �3 =

1 + 5 - - 7 - - 35

4
,

�4 =
1 - 5 + - 7 - - 35

4
, �4 =

- 1 + 5 - - 7 + - 35

4
.

通过计算可得到

�1 (�1 ) = �3, �2 ( �1 ) = �2, �3 ( �1 ) = �4.

所以有

�1 = - �1, �1 �3 = - �3, �1�2 = - �2, �1 �4 = - �4.

因此 K = Q ( 5, - 35) 正规整基生成元在等价的条件下也是惟一的.

例 3�K = Q ( - 3, - 7).

注意: Q ( - 3, - 7) = Q ( 21, - 3),即可取 m = 21, n = - 3, k =
mn

(m, n )
2 � 1(mod 4), m 0 =

m
(m, n )

� 3(mod 4), 同例 1可得出

�1 = - �1, �1 �4 = - �4, �1�2 = - �2, �1 �3 = - �3.

因此 K = Q ( - 3, - 7) 正规整基生成元在等价的条件下也是惟一的.
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