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[摘要 ]  研究一类拟线性常微分方程两点奇异边值问题的可解性, 其中非线性项没有单调性条件, 应用首次积

分法, 得到了此类两点奇异边值问题存在惟一解的充分必要条件.
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Abstrac t:W e study the so lvab ility o f so lu tions of a class o f two po ints s ingu lar bounda ry va lue prob lem, where the non-

linea rity is no t need to bem ono tonous; By the first integra lm ethod, w e ob tain the necessary and suffic ient cond ition o f

un iqueness o f so lutions to the problem.
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  本文考虑如下拟线性常微分方程模型问题

- ( | uc| p- 2
uc)c= Kf ( u), u > 0, x I ( - 1, 1),

u ( - 1) = u ( 1) = 0,
( 1)

其中 K > 0, p X 1, f I C
1
( 0, ] ), l im

sy 0
f ( s) = + ] .

关于半线性常微分方程问题

- ud= Kf ( u ), u > 0, x I ( - 1, 1),

u ( - 1) = u ( 1) = 0,

张志军在 [ 1]中研究过其解的存在性,该问题相关的模型也出现在一些实际问题中.在 20世纪 80 ~ 90年

代,国内外均有大量深入的研究
[ 2-5]

,相应的椭圆型方程以及拟线性椭圆型方程也有深入的研究
[ 6-8]

. 本文

主要应用首次积分法研究问题 ( 1)的可解性, 把半线性问题推广到拟线性问题.

定义 F ( s) = Q
s

0
f ( t ) dt, J: = { s > 0, F ( S) > F ( s), P S > s}.

本文的结论:

定理 1 给定 K> 0, ( 1)存在惟一解 u I C
1
( - 1, 1) H C [ - 1, 1] , 使得M = u (0) = m ax

x I ( - 1, 1)
u( x )

)15)
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> 0, 且 M I J的充分必要条件是: 存在M I J, 使得

I (K, M ): = Q
M

0

ds

(F (M ) - F ( s) )
1
p

= ( pK/ ( p - 1) )
1
p .

1 定理的证明

首先给出方程 (1)的解关于 x = 0是对称的.

假如 u是问题 ( 1)的一个非负解. 令 Q= m in
xI ( - 1, 1)

u ( x ), 下面证明 u关于 x = 0是对称的. 假如 u是问

题 (1)的一个正解, 则在 ( - 1, 1)内 u只有一个最小值点 (即在 ( - 1, 1)内 u没有局部最大值点 ), 并且 u

是下述问题的惟一解

vd= f (y )

( p - 1) | vc |p- 2,

v( E) = v0,

vc(E) = uc( E).
在 [ E, N0 ), E是一个给定的常数, 由常微分方程理论可知 N0是 u的最小值点 (假如在 ( - 1, 1)内 u有 2个

最小值点, 对 (1)直接积分可得矛盾, 同理可得在 ( - 1, 1)内 u没有最大值点 ). 令 y = - x, x I ( N0, - E]

且 �u( y ) = u ( - x ). 则 �u ( y )满足问题

�uyy = -
f (�u )

( p - 1) | �u |
p-2, 在 [E, N0 ),

�u (E) = v0,

�uc( E) = uc(E).
则, u ( x )和 �u ( y )满足同样的初值问题.令 G是 �u的最小值点, 则 G = N0.又因在 ( E, N0 )内 u ( x ) = �u ( y ),

并且 ux (N0 ) = - �uy ( - N0 ) = 0,则 G = - N0.从而 N0 = 0并且对于 x I (E, 0), u (x ) = u ( - x ).由 E的任

意性可知 u关于 x = 0对称,且在 ( - 1, 0)上 uc< 0, 在 (0, 1)上 uc> 0.即 u ( x )在 x = 0点取到最小值.

必要性  由对称性可知, (1) 的解为偶函数且 M = u ( 0) = m ax
xI ( - 1, 1)

u( x ) > 0, uc( 0) = 0. 进一步,

当 x I [ 0, 1) 时, u (x )严格单调递减; 而当 x I ( - 1, 0)时, u (x )严格单调递增, 因此由 ( 1)可知,

- ( | u c| p- 2
uc)cuc= Kf (u ) uc, x I (- 1, 1),

p - 1
p

| uc |p = K[F (M ) - F ( u ( x ) ) ] ,

uc( x ) = p
p - 1

K

1
p

(F (M ) - F ( u( x ) ) )
1
p , x I (- 1, 0],

uc( x ) = - p

p - 1
K

1
p

(F (M ) - F ( u (x ) ) )
1
p , x I [ 0, 1),

Q
u ( x)

0

ds

( F (M ) - F ( s ) )
1
p

=
p

p - 1
K

1
p

( x + 1), x I ( - 1, 0] .

特别地,取 x = 0, 得

I( K, M ): = Q
M

0

ds

(F (M ) - F ( s) )
1
p

=
p

p - 1
K

1
p

.

充分性  既然 I (K,M ): = Q
M

0

ds

(F (M ) - F ( s) )
1
p

=
p

p - 1
K

1
p

,则对任意的 x I ( - 1, 0] ,都存在惟

一的 u I (0, M ] ,使得

Q
u (x )

0

ds

(F (M ) - F ( s) )
1
p

=
p

p - 1
K

1
p

( x + 1).

由含参量积分的性质可知,当 x I ( - 1, 0] , u (x ) 严格单调递增, 且 u I C
2
( - 1, 0], u( 0) = M, uc( x )

= 1 /xc( u) = p

p - 1

1
p

K(F (M ) - F ( s) )
1
p . 从而再微分 1次,即知 u在 ( - 1, 0]上满足方程.

)16)
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令

u( x ) =
0, x = ? 1,

u ( - x ), x I ( - 1, 0),

则容易验证 u I C
1
( - 1, 1) H C [ - 1, 1]且 u是 ( 1) 的解. 证毕.

2 实例

例 1 考虑如下问题

- ( | uc |p- 2
uc) c= 1

u
A, u > 0, x I (- 1, 1),

u( - 1) = u (1) = 0,

( 2)

其中 A> 0.

应用定理 1可知, ( 2)存在解 u I C
1
( - 1, 1) H C [ - 1, 1]的充分必要条件是存在M > 0, 使得

I (M ): = Q
M

0

ds

(F (M ) - F ( s) )
1
p

=
p

p - 1

1
p

,

其中, 当 A= 1时, F ( s) = lns;而当 AX 1时, F ( s) =
1

A- 1
s
A- 1
.

可以证明:

(Ñ ) PM > 0, I(M ) 有限, 即 I (M ) 的定义域是 (0, + ] );

(Ò ) lim
M y 0+

I (M ) = 0, l im
M y ]

I(M ) = ] ;

(Ó ) I (M ) 在 ( 0, ] ) 上严格单调递增;

(Ô ) I (M ) 在 ( 0, ] ) 内无穷次可微.

因此, 存在惟一的 M 0 > 0使得 I (M 0 ) = (p / (p - 1) )
1
p . 从而 (2)存在惟一解 u I C

]
( - 1, 1) H C [ - 1,

1] .

令

5 ( u ) = Q
u

0

ds

(F (M 0 ) - F ( s) )
1
p

, P u I ( 0, M 0 ] .

明显地,有

u ( x ) =

5
- 1 p

p - 1
( x + 1)

1
p

, x I ( - 1, 0],

5
- 1 p

p - 1
( 1 - x )

1
p

, x I [ 0, - 1),

0, x = ? 1.

( 3)

例 2

- ( | u c| p-2
u c)c= e

- u
, u > 0, x I ( - 1, 1),

u( - 1) = u( 1) = 0.
( 4)

应用定理 1可知, ( 4)存在解 u I C
1
( - 1, 1) H C [ - 1, 1]的充分必要条件是存在M > 0, 使得

I (M ): = Q
M

0

ds

(F (M ) - F ( s) )
1
p

=
p

p - 1

1
p

,

其中 F ( s) = - e
- s
.

类似于例 1,可以证明:

(Ñ ) PM > 0, I(M ) 有限, 即 I (M ) 的定义域是 (0, + ] );

(Ò ) lim
M y 0+

I (M ) = 0, l im
M y ]

I(M ) = ] ;

(Ó ) I (M ) 在 ( 0, ] ) 上严格单调递增;

(Ô ) I (M ) 在 ( 0, ] ) 内无穷次可微.
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因此, 存在惟一的 M 0 > 0使得 I (M 0 ) = (p / (p - 1) )
1
p . 从而 (4)存在惟一解 u I C

]
( - 1, 1) H C [ - 1,

1] .

令

5 ( u ) = Q
u

0

ds

(F (M 0 ) - F ( s) )
1
p

, P u I ( 0, M 0 ] .

明显地,有 ( 3) 成立.
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