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[摘要 ] � 通过数值计算, 研究了势阱谐振子耦合系统的经典动力学, 发现随着能量 E 越低, 或势阱阱宽 2A 越

宽, 或耦合系数 �越大,系统混沌程度越强. 通过不同条件下最近邻能级间距分布与对应的经典动力学比较发现

量子 -经典结果符合得很好.对一些低能疤痕量子态找到了与其对应的经典周期轨道.
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Abstrac t: Th is paper num er ica lly studied the class ica l dynam ics fo r the coupled po tential we ll and theH arm on ic oscilla-

tor system. It is found that the low er the system energy, o r the w ider the w idth o f the potentia l we l,l or the larger the

coup ling constant, the stronger the chaos. By compar ing w ith the nearest ne ighbo r spac ing d istribution o f energy levels,

w e found that the quantum results agreew ith the c lassica l resu lts very w el.l For some low energy quantum scar ing states,

w e found the corresponding c lassica l per iod ic orbits.
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� �近些年来,经典混沌在量子力学下的表现,以及不可积系统的量子化吸引着物理学和数学研究者的注

意力. 经典混沌的量子表现主要集中在以下 3个方面
[ 1]
: ( 1)非定态波函数的时间演化特征; ( 2)能量本征

函数的形态,如等高线图中节线的避免相交性及疤痕态等; ( 3)能谱统计特征,如能级按最近临间距的分

布对可积系统为泊松分布, 对完全不可积系统为W igner分布.为了理解混沌系统的量子表现, 开发了半经

典量子化方法把经典轨道与量子态联系起来, 如 Gu tzw iller的求迹公式
[ 2]
将量子能态密度与对经典系统的

周期轨道求和联系起来.最近我们建议了量子化康托环摸型
[ 3]
, 认为与量子态对应的量子化结构是康托

环,用 EBK形量子化条件对其进行量子化得到了能量本征值, 构造了半经典波函数,结果与量子力学符合

得很好.

混沌理论中,束缚态混沌系统最常见的模型是耦合振子系统. 如二维耦合M orse振子系统, H enon-He-i

les系统
[ 4]
, 耦合四次方振子系统

[ 5]
.近年来由于混沌势阱系统进行计算、实验测量相对比较简便, 学者开

始关注势阱中混沌系统的特点
[ 5 ]
.本文构造了 1个耦合的势阱谐振子二维近可积系统,通过改变各独立参

量,研究了其混沌性质及其量子对应.

1�经典情况下势阱混沌系统情况

近可积系统的哈密顿量可以写成可积部分和不可积扰动部分之和. 我们构造的哈密顿系统如下: 当
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H =
1

2
p
2
x +

1

2
p
2
y +

1

2
y
2
+ � x

2
y -

1

3
y
3
, ( 1)

�31�

第 32卷第 3期

2009年 9月
� � � � 南京师大学报 (自然科学版 )

JOURNAL OF NANJING NORMAL UNIVERSITY ( Natural Sc ience Edition)
� � � �

Vo.l 32 No. 3

Sep, 2009



在 x = A 和 x = - A 处为势阱壁的位置 (A > 0). 在势阱壁上粒子做完全弹性碰撞.

利用正则方程组:
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及初始条件我们可以得到系统轨道.

系统不可积扰动部分采用 H enon-H e iles的扰动项. 我们构造的系统主要有 3个变量: 系统耦合强度

�,系统能量 E, 势阱宽度 ( 2A ). 分别改变这 3个参量,利用庞家莱截面, 我们研究了其轨道混沌情况.

( 1) 系统混沌特性随 �值变化情况

我们选定能量 E = 1,改变 �的值. 当 � = 0时,系统的 x, y方向变量可以分离,系统完全可积.如图 1

所示, 此时庞家莱截面是一些嵌套的圆环.随着 �的增大,外围的规则环破裂,形成混沌区域.随着 �进一

步增大,系统完全进入混沌.

( 2) 系统混沌特性随系统能量 E的变化情况

如图 2所示, 从庞家莱截面上,我们看出,当能量比较小时,系统处于完全混沌状态.随着能量的增加,

当 E = 1�2时,在混沌区域之间位置出现了一个规则小岛.当E = 1�6时,中心区域的小岛随着能量增加而

扩张. 同时, 我们发现,在中心区域四周,出现了一些不稳定区域,如同从中心规则岛分裂出来,这是一种明

显的自相似结构.随着能量的进一步扩大,规则岛控制的区域进一步扩大.而中心区域原有的不稳定自相

似结构也逐渐缩小并消失, 中心区域明显稳定性增加. 当 E = 4�5时, 系统完全进入规则状态. 对

H enon-He iles系统, 以及类似的二维耦合振子来说,如耦合 4次方振子,通常情况下, 混沌程度随着能量的

增大而加强.但是通过庞家莱截面我们发现.随着能量的增大,势阱中的混沌系统的混沌特性反而削弱了.

这一点和耦合振子系统完全相反.

( 3) 系统混沌特性随着势阱壁位置 A 的变化情况

利用庞家莱截面,通过改变势阱位置 A, 我们发现,当 A = 1�5时,系统相空间轨道是完全混沌的.随

着 A值的减小,保持其他参数不变, 庞家莱截面从混沌到规则, 这说明, 对于一个给定的耦合系统, 势阱宽

度的减小,可以使混沌程度减小,如图 3所示.
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2� 势阱中近可积系统的能谱统计特征

本文采用一维无限深势阱波函数 �m (x )与一维谐振子波函数 �n (y )的乘积作为基函数, 对角化系统

哈密顿量得到本征能量 (能谱 )及本征波函数.在不同参数下计算系统最近邻能级间距分布 P ( S ), 结果如

下.

( 1) 系统能谱统计特性随 �值变化情况

从能谱统计图 4可以看出,当 � = 0时,能谱统计显得毫无规律,此时系统变量可以完全分离,系统能

级可以利用解析方式计算.在其他参量不变的条件下,随着 �值的增大,在相同能区的能级统计分布,逐渐
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由泊松分布转向高斯正交分布.

( 2) 系统能谱统计特征在不同能区的变化情况

利用能谱统计进行混沌特性研究时, 我们希望在同一能谱的不同能量大小的区段的统计行为进行比

较.图 5为 � = 0�2时不同能谱区间的最近邻能级间距分布.左为低能级区域,近似高斯正交分布,右为高

能级区域,表现为泊松分布.

( 3) 系统能谱统计特征在不同势阱宽度情况下的变化

从上文的研究,我们得到结论:经典情况下,势阱的宽度减小, 系统的混沌程度削弱.在量子情况下,我

们通过改变矩阵元中 A的值,对角化矩阵, 获得能谱最近邻能级间距分布的情况. 从能谱分布图, 我们看

出,随着 A值,即势阱宽度 ( 2A )值的减小,能谱统计从接近高斯正交分布,趋向于泊松分布,参照前文中相

应改变势阱宽度的混沌性质研究,我们可以认为,两者同样具有对应关系.

根椐以上的数值计算结果,我们认为,势阱中量子混沌特性和经典情况一致.随着能量的增大或势阱

宽度的减小,或 �值的减小,系统最近邻能级间距统计分布从接近高斯正交分布向接近泊松分布转移,即

系统的混沌特性减弱,由不规则转向规则.我们也发现, 在能谱统计中, 我们很难真正得到刚性混沌对应的
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高斯正交分布.原因是统计需要大量的采样,才能如实反映系统性质, 但是, 对于我们研究的系统, 混沌情

况只存在于一个特定能谱范围内, 而这个范围内的能级数目并不足以体现体系的混沌特性.

3� 混沌系统经典 量子对应在波函数形态的特征表现

经典混沌在量子领域表现的另外一个方向是研究对应经典混沌的量子系统的波函数特征. 疤痕现象

是不可积量子系统的主要表现.其特征是在经典周期轨道附近的高几率密度分布. 通过计算,我们找到了

一些波函数,可以同经典周期轨道相对应.

图 7为我们找到的波函数几率密度分布等高线,同不稳定周期轨道之间存在的对应关系. 图中, 黑色

实线为经典状态下的周期轨道.环线为势阱中几率密度分布的等高线. 从图中可以看到, 沿着图中不稳定

周期轨道的路径,存在着高几率密度分布.我们计算了一定能量范围内的庞家莱截面,确认当 � = 0�2,能
量 E在 0�1到 0�4之间时,系统始终处于混沌状态.所以, 我们认为图 7是我们研究系统存在的疤痕现象.
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4� 结论

从我们的研究工作,得到以下结论: ( 1) 在我们构造的系统中 �值控制着系统混沌的强弱, �值增大,

系统混沌程度增加; ( 2)随着能量 E的增大, 系统混沌减弱, 这种情况同耦合振子混沌系统情况相反,在量

子情况下, GOE分布存在于低能级区域; ( 3)随着势阱宽度的缩小,系统混沌减弱, 量子情况与经典情况一

致; ( 4)疤痕现象存在于较低的激发态.在以往的文献中, 通常疤痕现象存在于比较高的激发态,并且由于

这个原因造成数值计算的困难,通过研究我们发现,由于量子阱中混沌存在于相对较低的激发态, 所以疤

痕现象也存在于较低的激发态.由于势阱中与混沌有关的相关现象可以存在于低能态,势阱是研究量子混

沌理论的一个很好的载体.
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