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[摘要 ] � 讨论了 m ortar型旋转 Q 1元求解非对称不定问题,给出了求解离散问题的多重网格算法,证明了多重网

格方法的最优收敛性,即收敛速度与网格大小和层数无关.最后, 数值结果验证了本文的理论分析.
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� � 关于非协调元的多重网格法,已有很多学者
[ 1, 2]
用其求解非对称不定问题.我们考虑下列模型问题:

Lu = - � � ( a� u) + b� � u + du = f, in �,

u = 0, on ��,
( 1)

此处 �是 R
2
中的四边形区域, a( x ) = ( aij )为定义在 ��上一致对称正定的张量, a ij (x ) � C

1
(��), b (x )

� (C
1
( �� ) )

2
, d ( x ) � C

0
( �� ), f � L

2
( � ).

( 1) 的变分形式为:求 u � H
1
0 (� ) 使得

a( u, v) = ( f, v), � v � H
1
0 ( � ), ( 2)

其中 a( u, v) = ( a� u, � v) + ( b� � u, v) + ( du, v).

假设对 � f � L
2
( � ), ( 2) 有惟一解 u � H

1
0 (� ) � H

2
( � ), 且满足

� u� 2 � C� f� 0. ( 3)

下面介绍 m ortar元方法.首先将区域 �分解成N个互不重叠的四边形子区域, �� = �
N

k= 1
��k,其中两个闭

子区域的交集 �� i � �� j是空集或是一公共顶点或是一公共边.界面 S = �
N

k= 1
��k \��被分解成一组不相交的

直线段 �m ( 1� m � M ),显然这些直线段为相邻子区域的交集. 我们定义 � i与 � j的公共边为 �m.令 �m ( i)
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= �m | �i
, �m( j) = �m | � j

, 我们选其中的一条边作为 m ortar边,此处不妨取 �m ( i)为 m ortar边,相应的 �m ( j )为

非 m ortar边.

设 T�k

1是 �k最粗的拟一致的四边形剖分, h1, k是 T�k

1的剖分尺寸, 且 h1 = m ax
1� k� N

h1, k, T1 = �
N

k= 1
T�k

1. 通

过连接 T1中的每个四边形的对边中点来加密剖分 T1得到拟一致的剖分 T2,且其剖分尺寸为 h2 = h1 /2.重

复这个过程, 我们得到一系列拟一致的剖分 Tl, l = 1, 2, � , L,且 h l = h1 /2
l- 1

. 对每个剖分 T�
k

l ( �k ),旋转

Q 1元空间为:

V
k

l ( �k ) = v � L
2
(�k ) | � v |E = a

1
E + a

2
E x + a

3
E y + a

4
E (x

2
- y

2
), a

i

E � R,

��E� �� v | �� ds = 0, � E � T�k

l ( �k ); � 对 E 1, E2 � T�k

l (�k ),

如果 �E 1 � �E2 = e, 则 �e v |�E
1
ds = �e v | �E

2
ds .

令�Vl = �
N

k= 1

V
k

l = { vl | v
k

l = vl | �
k
� V

k

l (�k ) }.显然, �V1 � �V2 � � � �VL .

在任一界面 �m = �m ( i) = �m( j ) , 1 � m � M上,有两个不同的独立一维剖分 Tl (�m ( i) )和 Tl ( �m( j) ).定

义辅助的检验函数空间 M l (�m ( j ) ) 为:

M l ( �m ( j ) ) = { v � L
2

(�m ( j ) ) | v在非 m ortar剖分 Tl ( �m( j) )的单元上为分片常数 }.

在每个非 m ortar边 �m( j) 上,我们定义一个 L
2
正交投影算子 Q l, �m ( j)

: L
2
( �m ) � M l ( �m ( j ) ),

(Q l, �m ( j)
v, w )L 2(�m ( j) ) = ( v, w )L 2(�m ( j) ) , � � w � M l (�m ( j ) ).

现在定义 m ortar型旋转 Q 1元空间

Vl = { v � �Vl | Q l, �m (j )
( v | �m ( j)

) = Q l, �m ( j)
( v |�m ( i)

), 对 � �m ( i) = �m ( j ) � S }.

定义 � v� l, k =^ �
E� T�k

l

�E � v� � vdx, � v � V
k

l,令 � v� 2
l =^ �

N

k= 1
� v� 2

l, k, � v � �Vl,由 [ 3] 知 � � � l是 Vl上的

范数.

关于变分问题 ( 2)的 m ortar型旋转 Q 1元的逼近形式为: 求 u l � Vl,使得

al ( u l, vl ) = (f, vl ), � vl � Vl, ( 4)

其中 al ( u l, vl ) = a
s

l ( u l, vl ) + bl ( u l, vl ), a
s

l ( ul, v l ) = �
E � Tl

( a� ul, � vl )E, bl ( u l, vl ) = �
E� T l

( b� � u l, vl )E +

( dul, v l ).

对上述离散问题,由 [ 4,引理 4�4] , [ 3,引理 4. 2]及 [ 5]中的方法可得如下误差估计:

定理 1
[ 6 ] � 设 u, ul分别是 ( 2)和 ( 4) 的解,则当 hl充分小时有

� u - ul � l � C �
N

k = 1
h

2
l, k � u� 2

2, �k

1
2

.

1� 多重网格方法

在 Vl空间中定义如下算子:

(A l v, w ) = al ( v, w ), � v, w � Vl,

(Â l v, w ) = a
s

l ( v, w ), � v, w � Vl,

(B lv, w ) = bl ( v, w ), � v, w � Vl.

易验证 A l = Â l + B l,则 ( 4)式可写为 A l u l = fl, 其中 (f l, v) = f ( v), � v � V l.

在给出算法之前, 我们对不嵌套的有限元空间 V l给出一个网格转移算子. 首先, 我们定义算子 �
k

l:

V
k

l- 1 � V
k

l, � v
k

� V
k

l- 1.

�2�
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1

| e | �e�
k

l ( v
k

) ds =

0, � e � ��k � ��,

1

| e | �ev
k
ds, e � ��k \��,

1
| e | �ev

k
ds, e � �E, E � T�k

l- 1,

1
2 | e | �e ( v

k
|E 1

+ v
k

| E 2 ) ds, e � �E1 � �E2, E1, E 2 � T�k

l- 1,

( 5)

其中 e � �E, E � T�k

l.

基于算子 �
k

l ,我们定义转移算子 � l: �V l- 1 � �Vl为 � l v = (�
1
l v

1
, �

2
l v

2
, � , �

N

l v
N

), � v = ( v
1
, v

2
, � , v

N
)

� �Vl- 1. 定义算子 � l, �
m ( j)

: �Vl � �Vl,

�e� l, �m ( j)
vds = �eQ l, �m (j )

( v | �m ( i) - v | �m ( j ) ) ds, e � Tl ( �m ( j ) ),

0, 其他,

( 6)

其中 e � �E, E � T l. 对任给的 v � �V l,令 v
*

= v + �
M

m= 1
� l, �m ( j)

( v),则 v
* � Vl.

有了上述准备之后,我们可定义网格转移算子 I l: �Vl- 1 � Vl.对 � v � �Vl- 1,令

I l v = � l v + �
M

m = 1
� l, �m (j )

( � l v) � Vl. ( 7)

我们现在给出 l层上的多重网格算法. 设MG ( l, z0, G )是方程 a l ( z, v) = G ( v ), � v � Vl的多重网格迭

代解,此处初值为 z0.

多重网格算法
[ 6]

:

( 1) 当 l = 1时, MG ( 1, z0, G )由直接法解得.

( 2) 当 l > 1时, MG ( l, z0, G )递推定义如下:

� 光滑:置

z i = z i- 1 + �
- 1
l ( G - A l z i- 1 ), 1 � i � n, ( 8)

其中 �l是算子Â l的最大特征值.

� 校正:对 � v � Vl- 1, 定义 �G � V�l- 1为 �G ( v) =^ G ( Il v) - a l ( zn, I l v), 置

q0 = 0, qi = MG ( l - 1, qi- 1, �G ), � 1 � i � p, � p � 2. ( 9)

� M G ( l, z0, G ) = zn + I l qp .

由上述算法的校正步可知 qp � Vl-1是方程 a l- 1 ( �ql- 1, v ) = �G ( v ), � v � Vl- 1的逼近解.

注 1� 此处定义的光滑子为 R ichardson迭代,对于其他的迭代法如 Jacob,i Gau ss-Seide l等,本文的结

论仍然成立
[ 1]

.

令 {�i }
N

l
i= 1和 {�i }

N
l

i= 1分别是算子Â l的特征值和特征函数, 满足Â l�i = �i �i, (�i, �j ) = �ij. 对 � v =

�
N l

i= 1
ci�i � Vl,我们在 Vl上定义离散范数 | | | v | | | s, l = ( �

i

c
2
i �

s

i )
1
2 .易验证 | | | v | | | 0, l = � v� 0, | | | v | | |

2
1, l

= a
s

l ( v, v).

为了得到我们算法的收敛性, 我们先给出下列引理:

引理 1
[ 7 ] � 令 en = z - zn, e0 = z - z0, 则

( 1) | | | en | | | 1, l � C ( 1 + Ch1 )
n � e0� l,

( 2) | | | en | | | 2, l � Ch
- 1
l n

-
1
2 ( 1 + Ch1 )

n � e0� l.

引理 2
[ 2 ] � | bl ( v, w ) | � C� v� 0 �w � l, � � v, w � Vl.

现在, 我们将空间H
1
0 (� ) � H

2
(� )分解成N个子区域H

1
0 ( �) � H

2
( � ) = �

N

k = 1
W

k
(�k ),其中 W

k
(�k )

= { v |� k
| v � H

1
0 (� ) � H

2
( � ) }. 接着,我们定义一个插值算子 �

k

l: W
k
( �k ) � V

k

l (�k )为 �e�k

l v
k
ds = �e vk

ds,

�3�
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� v
k � W

k
(�k ), e � �E, E � T�k

l .基于算子 �
k

l ,我们定义一个转移算子 � l: H
1
0 ( � ) � H

2
(� ) � �Vl为 � l v

= ( �
1
l v

1
, �

2
l v

2
, � , �

N

l v
N

), � v = ( v
1
, v

2
, � , v

N
) � H

1
0 ( � ) � H

2
( � ). 对 � �� H

1
0 ( � ) � H

2
(� ),我们在

空间 Vl中给出一个逼近函数为:

J l�= � l�+ �
M

m= 1
� l, �m( j) ( � l�). ( 10)

我们再定义一个投影算子 P l- 1: Vl � V l- 1,

al- 1 (P l- 1v, w ) = a l ( v, I lw ), � v � V l, w � Vl- 1. ( 11)

引理 3� 对算子 P l- 1, 有

� vl - I lP l- 1v l� l � C hl �A lv l� 0, � vl � V l.

证明 � 考虑辅助问题
L�= g, in �,

�= 0, on ��,
( 12)

其中 g =^ A l vl.显然 vl是问题 ( 12)在 m ortar型有限元空间 Vl中的离散解.由定理 1和正则性 ( 3),我们有

� �- vl� l = Ch l� �� 2 � Ch l� A l vl � 0. ( 13)

由三角不等式可得

� vl - I lP l- 1 vl� l � � vl - I l vl- 1� l + � I l ( vl- 1 - P l- 1vl )� l =^ F1 + F2, ( 14)

其中 vl- 1 � Vl- 1是下列问题的解

a l- 1 ( v l- 1, � ) = (g, �), � � � Vl- 1. ( 15)

利用 [ 8]中引理 3�1的证明方法可得
F 1 [ Ch l + A l vl + 0. ( 16)

对 F 2, 我们有

F2 [ C + vl- 1 - P l- 1v l + l- 1 [ C sup<I V l- 1

| a
s

l- 1 ( vl- 1 - P l- 1vl, < ) |

+ <+ l- 1

[

C sup<I V l- 1

| a l- 1 ( vl- 1 - P l- 1v l, < ) |

+ <+ l- 1

+ sup<I V l- 1

| bl- 1 ( vl- 1 - P l- 1vl, < ) |

+ <+ l- 1

=^ K 1 + K 2. ( 17)

由 ( 15) 和 P l- 1的定义以及 [ 4] 中的定理 311,有

K 1 = C sup<I V l- 1

| ( g, < - Il < ) |

+ <+ l- 1

[ Ch l + g+ 0 = Ch l + A l vl + 0. ( 18)

对 K 2, 由引理 2,可得

K 2 [ C + v l- 1 - P l- 1 vl + 0. ( 19)

结合 ( 17) ~ ( 19),我们有

F2 [ + v l- 1 - P l-1 vl + l- 1 [ Ch l + A l vl + 0 + C + vl- 1 - P l- 1vl + 0. ( 20)

现在我们来估计 + vl- 1 - P l- 1vl + 0.考虑辅助问题:求 W I H
1
0 ( 8 )使得

L
*

W = v l- 1 - P l- 1 vl, in 8,

W = 0, on 58.
( 21)

由格林公式有

+ vl- 1 - P l- 1v l +
2
0 = (L

*
W, vl- 1 - P l- 1vl ) =

a l- 1 ( vl- 1 - P l- 1vl, W) - E
E I T l

Q5E
( aý W+ bW) # n( v l- 1 - P l-1 vl ) ds =

a l- 1 ( vl- 1 - P l- 1v l, W- Jl- 1 W ) + a l- 1 ( vl- 1 - P l- 1v l, Jl-1 W ) -

E
E I T l

Q5E
( aý W+ bW) # n( v l- 1 - P l-1 vl ) ds =^ G1 + G 2 + G3. ( 22)

下面我们来依次估计 G i.对 G1,由 [ 4]中的引理 414和 ( 3)得

| G1 | [ C + v l- 1 - P l-1 vl + l- 1 + W - Jl- 1 W + l- 1 [ Ch l + W + 2 + v l- 1 - P l- 1 vl + l- 1 [

Ch l + vl- 1 - P l- 1v l + 0 + vl- 1 - P l- 1 vl + l- 1. ( 23)

)4)

南京师大学报 (自然科学版 )                              第 32卷第 4期 ( 2009年 )



对 G 2, 由 P l- 1的定义和 [ 4]中的引理 414 ~ 415以及 ( 3)有

| G2 | = a l- 1 ( vl- 1 - P l- 1v l, Jl-1 W ) = ( g, J l- 1 W - Il Jl- 1 W ) [

Ch
2
l + g + 0 + W+ 2 [ Ch

2
l + A l vl + 0 + vl- 1 - P l- 1vl + 0. ( 24)

最后对 G 3, 根据 [ 3]中的引理 412和 ( 3)可得

| G3 | [ C hl + W + 2 + vl- 1 - P l- 1v l + l- 1 [ Ch l + vl- 1 - P l- 1vl + 0 + vl- 1 - P l- 1v l + l- 1. ( 25)

结合 ( 22) ~ ( 25),我们有

+ vl- 1 - P l- 1v l + 0 [ Ch l + vl- 1 - P l- 1vl + l- 1 + Ch
2
l + A l vl + 0. ( 26)

由 ( 20)、( 26)可得

( 1 - Chl ) + vl- 1 - P l- 1vl + l- 1 [ Ch l + A l vl + 0. ( 27)

所以,当 h l充分小时,根据 ( 20)和 ( 27),我们有

F 2 [ C + vl- 1 - P l- 1vl + l- 1 [ C hl + A lvl + 0, ( 28)

将 ( 16)、( 28) 代入 ( 14)式即得结论.

引理 4 对算子 P l- 1, 有

+ P l- 1v+ l- 1 [ C + v+ l,  P v I Vl.

证明  类似于引理 3中 F2的估计, 我们可证

+ v - P l- 1v+ l [ C hl + A lv+ 0 = Ch l + (Â l + B l ) v+ 0, ( 29)

且

+ (Â l + B l ) v+ 0 [ ( | | | v | | | 2, l + + v+ l ) [ ( 1 + Ch
- 1
l ) + v+ l,

从而由三角不等式即证得结论.

下面由引理 1, 3, 4及 [ 4,定理 311] ,我们给出本文的主要结果.

定理 2
[ 6]

 令 p \ 2.若光滑次数充分多且最初网格尺寸 h1充分小, 则存在一不依赖于层数 l的常数 D

I ( 0, 1),使得当

+ �ql- 1 - qp + l- 1 [ C D
p

+ �ql- 1 + l- 1

时有

+ z - M G ( l, z0, G ) + l [ D + z - z0 + l.

2 数值例子

在这一节,给出一些数值结果来验证前面的理论.我们对下列方程做数值算例:

-
5

2
u

5x
2 -

5u
2

5 y
2 +

5u

5x
+

5u

5y
+ u = f, in 8 = ( 0, 1)

2
,

u = 0, on 58.

( 30)

我们把区域 8 分成两个子区域:令 8 1 = ( 0, 1) @ 0,
1
2
为 m orta r区域, 82 = ( 0, 1) @

1
2
, 1为非

m ortar区域.最粗网格的尺寸分别定义为 h1, 1和 h1, 2. 我们用 G auss-Se ide l法做光滑迭代,并取 ( 30)的真解

为: u (x, y ) = x ( 1 - x ) y ( 1 - y ).

我们考虑 W循环多重网格法的收敛率. 用 L表示网格层数, itern为当残量的相对误差不超过 10
-6
时

所进行的多重网格迭代的次数,其中 n为每一层光滑的次数,且迭代初始值取为零.

表 1 h
1, 1

=
1

4
, h

1, 2
=

1

2
时的迭代次数

Table 1 I tera tive num bersw ith h1, 1 =
1
4

and h1, 2 =
1
2

L 2 3 4 5 6

i ter1 14 16 18 17 18

i ter5 5 6 6 5 5

iter10 4 5 4 5 4

iter15 4 4 4 4 4

表 2 h
1, 1

=
1

6
, h

1, 2
=

1

2
时的迭代次数

Table 2 I tera tive num bersw ith h1, 1 =
1
6

and h1, 2 =
1
2

L 2 3 4 5 6

i ter1 16 17 18 18 18

i ter5 7 8 8 7 7

iter10 6 6 6 6 5

iter15 5 5 5 5 5

)5)
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由表 1、2,我们发现当光滑次数充分大时, 其收敛率完全跟层数 L无关.
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