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[摘要 ] � 考虑一类拟线性脉冲时滞抛物型偏微分方程组的振动性和强振动性, 直接利用振动的定义、Green公

式和 Newm ann边值条件将这类具强迫项的脉冲时滞抛物型方程组的振动问题转化为脉冲时滞微分不等式不存

在最终正解的问题, 并利用最终正解的定义和脉冲时滞微分不等式, 获得了该类方程组所有解振动和强振动的

若干充分条件. 所得结果充分反映了脉冲和时滞在振动中的影响作用.
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Abstract: The oscillation and strong osc illa tion o f the system s of a c lass o f quasilinear impu lsive de lay parabo lic pa rtia l

differential equations is cons idered. By using the osc illa to ry defin ition, G reen�s form ula and Newm ann boundary cond-i

tion directly, the osc illa to ry problem o f so lution to the sy stem s of impulsive de lay parabolic equations w ith the forc ing

te rm is reduced to the problem o fw hich im pu ls ive delay differential inequality hasn� t even tua lly pos ition so lution, and

thereby som e su ffic ient conditions are obta ined for the oscillation and strong oscillation o f a ll so lutions of such system s v ia

the de finition o f eventua lly position so lu tion and impulsive delay d iffe rentia l inequa lity. The obta ined resu lts fu lly reflect

the influence action o f impu lsive and delay in osc illation.
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� � 众所周知, 在自然科学和社会科学的许多学科一些问题中出现了大量的含时滞的偏微分方程 (组 ).

而脉冲现象作为一种瞬时突变现象, 在现代科技领域的实际问题中普遍存在. 因而, 近年来对脉冲偏泛

函微分方程 (组 )的研究越来越受到人们的关注, 其振动理论作为其中的一个重要研究领域, 也得到了一

定的发展, 已陆续有许多好的研究工作发表
[ 1-10]

. 但关于脉冲偏微分方程组解的强振动的研究还很少见,

目前仅见文献 [ 11]. 在本文中, 我们讨论一类特殊的拟线性脉冲时滞抛物型偏微分方程组, 加上一定的

非线性脉冲条件, 在 N ewm ann边值条件下的振动性及强振动性, 直接从振动的定义出发, 借助 G reen公

式和 N ewm ann边值条件把这类方程组解的振动判别问题转化为脉冲时滞微分不等式最终正 (负 ) 解的存

在性问题, 建立了判别其所有解振动及强振动的若干充分性判据, 所得结果充分反映了脉冲和时滞在振

动中的影响作用.

考虑如下的拟线性脉冲时滞抛物型偏微分方程组:

�ui ( t, x )
�t = �

m

j= 1
a ij ( t, uj ( t, x ) )�uj ( t, x ) + �

m

j= 1
bij ( t, uj ( t- �, x ) )�uj ( t - �, x ) -

� � � � � p i ( t, x ) u i ( t - �, x ) - ci ( t, x, ( uj ( t, x ) )
m

j= 1, ( u j ( t - �, x ) )
m

j= 1 ) + f i ( t, x ), � t � tk,

u i ( t
+

k , x ) - ui ( t
-

k , x ) = bi ( tk, x, u i ( tk, x ) ),

i � Im, k � I� , ( t, x ) � R+ � � � G,

( 1)
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其中 Im = {1, 2, � , m }, I� = { 1, 2, � }, R+ = [ 0, � ), � � Rn
是具有逐片光滑边界 ��的有界区域, �是

R
n
中的 n维 Lap lace算子, �, �, �均为正常数, 0 < t1 < t2 < � < tk < � 是固定点列且 lim

k� �
tk = � .

同时考虑如下的 N ewm ann边值条件:

�ui ( t, x )
�N = 0, � x � ��, t � tk, � i � Im, k � I� , ( 2)

其中 N表示 ��的单位外法向量.

对于上述边值问题, 在本文中, 我们总假定下列条件成立:

(H 1 ) pi � PC ( �G; R+ ), p i ( t) = m in
x� ��

{ pi ( t, x ) }, i� Im,这里 PC表示具有如下性质的分片连续函数类:

仅在 t = tk, k = 1, 2, � 为第一类间断点,但在 t = tk ( k = 1, 2, � )左连续;

(H 2 ) a ij, bij � PC (R+ �R; ( 0, � ) )且 u i

�aii ( t, u i )

�u i

� 0, ui
�bii ( t, u i )

�u i

� 0, i, j � Im;

�a ij ( t, u j )

�u j

= 0,
�bij ( t, uj )
�uj

= 0, � i � j; i, j � Im;

(H 3 ) ci � PC ( �G � R2m
; R ), 并且

ci (x, t, �1, � , �i, � , �m, �1, � , �i, � , �m )
� 0, 当 �i, �i � (0, � )时,

� 0, 当 �i, �i � (- � , 0)时,

ci ( x, t, �1, � , - �i, � , �m, �1, � , - �i, � , �m ) = - ci ( x, t, �1, � , �i, � , �m, �1, � , �i, � , �m ), i � Im;

(H 4 ) bi: �G � R � R, 对任意函数 ui ( t, x ) � PC ( �G; R+ )有

bi ( tk, x, - u i ( tk, x ) ) = - bi ( tk, x, ui ( tk, x ) ),

且

�� bi ( tk, x, ui ( tk, x ) )dx � �ik ��u i ( tk, x ) dx,

其中 �ik > 0为常数, i � Im , k � I� ;

(H 5 ) fi � C ( �G; R+ ), i � Im.

1� 有关定义及其引理

定义 1� 称向量函数 u ( t, x ) = ( u1 ( t, x ), u2 ( t, x ), � , um ( t, x ) )
T
为边值问题 (1), ( 2)的解, 若对 i�

Im, u i ( t, x )满足:

� 对固定的 x, u i ( t, x )是以 tk为第一类间断点的分片连续函数; u i ( tk, x ) = ui ( t
-

k , x ), k � I� ,且满

足 ( 1)式的第二式;

� 对 t � tk, x � �,
�u i ( t, x )

�t
存在,且满足 (1)式的第一式; 对固定的 t, t � tk,

�2u i ( t, x )

�x2
r

存在, r �

In;

� 对 t � tk, x � ��,
�ui ( t, x )
�N

存在且满足 ( 2).

定义 2� 称数值函数 �( t, x ): G � R为非振动的, 若它最终为正或最终为负; 反之, 称 �( t, x )为振动

的. 称向量函数 u ( t, x ): G � R
m

为非振动的, 若它的每一分量都是非振动的; 称向量函数 u ( t, x ): G � R
m

为振动的, 若它至少有一分量作为数值函数是振动的. 称向量函数 u ( t, x ): G � R
m

为强振动的, 若它的

每一个分量作为数值函数都是振动的.

引理 1
[ 12 ] � 假设

m�( t ) � h ( t)m ( t) + w ( t ), � t � tk, � t � t0,

m ( t
+

k ) � dkm ( tk ) + bk, � k = 1, 2, � ,

其中 0 � t0 < t1 < t2 < � < tk < � 且 lim
k� �

tk = � ; m ( t) � PC
1
(R+ , R ), h( t), w ( t) � PC (R+ , R ); dk

和 bk都为常数且 dk � 0, k = 1, 2, � ,则
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m ( t) � m ( t0 ) �
t0< tk< t

dk exp �
t

t
0

h( s) ds + �
t

t
0
�

s < tk< t

dk exp �
t

s
h( � )d� w ( s) ds +

�
t0< tk< t

� �
tk< tj< t

d j exp �
t

t0

h ( s) ds bk, � � t � t0.

为叙述方便,引入如下记号:

U i ( t ) = �� ui ( t, x ) dx, � F i ( t) = �� f i ( t, x ) dx, � t � 0, i � Im.

2� 主要结果及其证明

定理 1� 若存在某一 i0 � Im, 使得脉冲时滞微分不等式

U�i0 ( t) + pi0 ( t)Ui0
( t - � ) � F i0

( t), � t � tk,

U i0
( t

+

k ) - Ui0
( t

-

k ) � �i0kUi0
( tk ), � t � I�

( 3)

和

U�i0 ( t) + pi0 ( t)U i0
( t - � ) � - F i0

( t), � t � tk,

U i0
( t

+

k ) - U i0
( t

-

k ) � �i0kU i0
( tk ), � t � I�

( 4)

均无最终正解, 则边值问题 ( 1), (2)的每个非零解在 G内振动.

证明 � (用反证法 )假设边值问题 ( 1), (2)有一个非振动解 u ( t, x ) = ( u1 ( t, x ), u2 ( t, x ), � , um ( t,

x ) )
T
, 则 u i0

( t, x )在 G内非振动.不失一般性, 设 ui0 ( t, x )最终为正,于是存在 T > 0,使得 � ( t, x ) � [T,

� ) � �,有 ui0 ( t, x ) > 0, u i0
( t- �, x ) > 0, u i0

( t- �, x ) > 0, u i0
( t- �, x ) > 0.

考虑下面的方程:

�u i
0
( t, x )

�t
= �

m

j= 1

ai
0
j ( t, uj ( t, x ) ) �u j ( t, x ) + �

m

j= 1

bi
0
j ( t, uj ( t - �, x ) ) �uj ( t - �, x ) -

� � � � � p i0
( t, x ) ui0 ( t - �, x ) - ci0 ( t, x, ( uj ( t, x ) )

m

j= 1, ( uj ( t- �, x ) )
m

j= 1 ) + fi0 ( t, x ), t � tk,

u i0
( t

+

k , x ) - u i0
( t

-

k , x ) = bi0 ( tk, x, u i0
( tk, x ) ),

k � I� , ( t, x ) � R+ � � � G,

( 5)

( � )当 t � tk, k � I� 时, 对 (5)式的第一式两边关于 x在 �上积分, 有

d

dt �� ui0 ( t, x ) dx = �
m

j= 1 �� ai0j ( t, u j ( t, x ) ) �u j ( x, t ) dx +

�
m

j= 1
�� bi0j ( t, uj ( t - �, x ) ) �uj ( t - �, x ) dx - �� pi0 ( t, x ) u i0

( t- �, x ) dx -

�� ci0 ( t, x, ( uj ( t, x ) )mj= 1, ( uj ( t - �, x ) )
m

j= 1 ) dx + ��f i0 ( t, x ) dx, � t � T.

( 6)

由 G reen公式, 边值条件 (2)及条件 (H 2 )有

��ai0i0 ( t, u i0
( t, x ) ) �u i0

( t, x ) dx =

��� ai0i0 ( t, ui0 ( t, x ) )
�ui0 ( t, x )
�N dS - ��

�a i0i0
( t, ui0 ( t, x ) )

�u i
0

| � ui0 ( t, x ) |
2
dx =

- ��
�ai0i0 ( t, ui0 ( t, x ) )

�u i0

| � ui0 ( t, x ) |
2
dx � 0, � t � T,

��a i0j
( t, uj ( t, x ) )�uj ( t, x ) dx = ���a i0j

( t, u j ( t, x ) )
�uj ( t, x )
�N

dS -

��
�a i0j

( t, uj ( t, x ) )

�u j

| � uj ( t, x ) |
2
dx = 0, � t � T, j � i0, j � Im,

其中 dS是 ��上的面积元素.即
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�� ai0j ( t, uj (x, t) ) �u j ( x, t) dx
� 0, 当 j = i0时,

= 0, 当 j � i0时,
� t � T, j � Im. ( 7)

同理

�� bi0j ( t, uj ( x, t - �) ) �uj ( x, t - �) dx
� 0, 当 j = i0时,

= 0, 当 j � i0时,
� t � T, j � Im. ( 8)

由条件 (H3 )易知

ci
0
( t, x, ( uj ( t, x ) )

m

j= 1, ( uj ( t- �, x ) )
m

j= 1 ) � 0, � t � T. ( 9)

因此由 (6) ~ ( 9) 式及条件 (H 1 )可得

U�i0 ( t ) + p i0
( t )U i0

( t- � ) � F i0
( t), � t � T. ( 10)

( � )当 t = tk, k � I� 时, 由 (5)式的第二式, 结合条件 (H4 )及定义 1中的条件 � 可得

Ui0
( t

+

k ) - Ui0
( t

-

k ) = ��u i0
( t

+

k , x ) dx - ��u i0
( t

-

k , x ) dx =

�� bi0 ( tk, x, ui0 ( tk, x ) ) dx � �i0k ��u i0
( tk, x ) dx = �i0kUi0

( tk ). ( 11)

于是由 (10), (11)可知 U i0
( t )是脉冲时滞微分不等式 ( 3)的最终正解, 而这与已知不等式 ( 3)无最

终正解矛盾.

若 ui0 ( t, x )最终为负, t� T, 类似于上面的证明, 可证得 - Ui0
( t)是脉冲时滞微分不等式 (4)的最终

正解, 而这与已知不等式 ( 4)无最终正解矛盾. 证毕.

利用引理 1和定理 1,可推得如下关于边值问题 ( 1), (2)的非零解振动的进一步结果.

定理 2� 若存在某一 i0 � Im, 使得对每个充分大的 �及任意的常数 c1 > 0和 c2 < 0有

lim
t� �

inf c1 �
�< tk< t

( 1 + �i0k ) + �
t

�
�

s< tk< t

( 1 + �i0k )F i0
( s) ds < 0, ( 12)

lim
t� �

sup c2 �
�< tk< t

(1 + �i0k ) + �
t

� �s < tk< t

( 1 + �i0k )F i0
( s) ds > 0, ( 13)

则边值问题 (1), ( 2) 的每个非零解在区域 G内是振动的.

证明 � 由定理 1知, 只需要证明在定理 2的条件下, 脉冲时滞微分不等式 ( 3)和 (4)均无最终正解即

可. 假设 Ui0
( t)是脉冲时滞微分不等式 (3)的一个最终正解, 则易知存在 T > 0, 使得当 t � T时有

U�i0 ( t ) � F i0
( t), � t � tk,

Ui0
( t

+

k ) � (1 + �i0k )U i0
( tk ), � k � I� .

于是由引理 1可得

Ui
0
( t) � Ui

0
(T ) �

T< tk< t

(1 + �i
0
k ) + �

t

T
�

s< tk< t

(1 + �i
0
k )F i

0
( s) ds, � t � T.

在上式中, 令 t � � , 并注意到条件 ( 12)可得 l im
t� �

Ui
0
( t) < 0, 此与�U i

0
( t) > 0�矛盾. 于是脉冲时滞

不等式 (3)无最终正解.

利用定理 2中的条件 (13), 类似可证脉冲时滞不等式 ( 4)也无最终正解. 证毕.

利用上面的结论,很容易得到下面的关于边值问题 (1), ( 2) 强振动的结论.

定理 3� 若对每一个 i � Im, 使得脉冲时滞微分不等式

U�i ( t) + pi ( t)Ui ( t - � ) � F i ( t), � t � tk,

Ui ( t
+

k ) - Ui ( t
-

k ) � �ikU i ( tk ), � t � I�

和

U�i ( t) + pi ( t)U i ( t - � ) � - F i ( t), � t � tk,

Ui ( t
+

k ) - Ui ( t
-

k ) � �ikU i ( tk ), � t � I�

均无最终正解, 则边值问题 ( 1), (2)的每个非零解在 G内强振动.

定理 4� 若对每一个 i I Im, 使得对每个充分大的 D及任意的常数 c1 > 0和 c2 < 0有

)10)
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lim
ty ]

in f c1 F
D< tk< t

( 1 + Aik ) + Q

t

D
F

s< tk< t

(1 + Aik )F i ( s) ds < 0,

lim
ty ]

sup c2 F
D< t

k
< t

( 1 + Aik ) + Q

t

D
F

s< t
k
< t

( 1 + Aik )F i ( s) ds > 0,

则边值问题 (1), (2)的每个非零解在区域 G内强振动.
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