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[摘要 ] � 连续格的同余可以构造商格,利用商格的性质研究格是格论常用的方法之一.本文首先给出了连续格

同余的刻画定理,并进一步利用同余讨论了连续格的同态定理.
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� � 众所周知, 连续格在格论、拓扑、拓扑代数、范畴论等诸多数学理论中有广泛应用.连续格有许多等价

的定义
[ 1]
, 其中之一就是利用如下的等式刻画. 设L是完备格, 如果 L中满足对所有 j � J, { xj, i: i � I ( j ) }

都是定向的任意元素 {xj, i: j � J, i � I ( j ) }, 等式

� j� J � i� I( j ) xj, i = � f� M � j� J xj, f( j )
恒成立, 则称 L为连续格. 这里M = { f: J � �

j � J
I ( j) | j � J, f ( j ) � I( j) }.

设 S和 T都是连续格, 如果映射 f: S � T保持任意下确界和定向上确界, 则称 f为连续格同态, 简称

同态. 设 B为连续格 T的子集, 如果包含映射 B � T为同态, 则称 B为 T的子代数. 设 L为连续格, ��
L � L为等价关系. 如果商 L /�为连续格且映射 ��: L � L /�, x |� [ x ] �为同态, 则称 �为 L上的同余.

连续格的同余可以构造商格, 利用商格的性质研究格是格论常用的方法之一
[ 2-6]
.本文首先给出了连

续格同余的刻画定理, 这样验证连续格 L上的等价关系是否为 L上的同余就变得容易了.本文还利用同余

讨论了连续格的同态基本定理.

1� 同余刻画

引理 1� 设 L为连续格, �为 L的同余, 则

( 1) 对 xj � L, j � J, 有 � j � J [xj ] � = [ � j � J xj ]�;

( 2) 对 yi � L, i � I, I为有向集, 有 � i� I [y i ]� = [ � i� I yi ] �.

证明 � 由于 ��: L � L /�, x | � [ x ] �为同态, 所以对任意 xj � L, j � J, 有 �
�
( � j� J x j ) = � j� J �

�
( xj ),

即 [� j � J xj ]� = � j� J [ xj ] �. 类似的方法可证 ( 2)成立.

命题 1� 设 L为连续格, �为 L上的等价关系, 则以下两条等价:

( 1) �为 L的同余;
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( 2) 对任意 ( xj, yj ) � �, j � J, 有 � j � J (xj, yj ) � �; 对任意 ( xi, yi ) � �, i � I, I为有向集, 有 � i� I
( xi, yi ) � �.
证明 � (1) � (2). 设 �为 L的同余, 如果 ( xj, yj ) � �, 则 [ xj ] � = [ yj ]�, � j� J [xj ] � = � j � J [ yj ] �. 由

引理 1可知 [ � j � J xj ] � = [ � j� J yj ]�, 即 ( � j� J xj, � j� J yj ) = � j � J (x j, yj ) � �. 同理可得任意 (x i, yi ) �

�, i � I, I为有向集, 有 � i� I ( xi, yi ) � �.

( 2) � ( 1). 令 �x = { y � L | ( x, y ) � �}.由假设可知 �x对非空子集的下确界是封闭的, 集合 �x的最
小元记为 k ( x ),显然 k (x ) � �x, k ( x ) � x, k

2
( x ) = k ( x ),进而有映射 k: L � k ( L ), x |� k ( x ).下证 k为

同态.

若 x � y, 则 x = x � y. 由于 ( k (x ), x ) � �, ( k (y ), y ) � �, 由假设可知 ( k ( x ) � k ( y ), x � y ) �
�, 即 ( k ( x ) � k ( y ), x ) � �, 从而 k ( x ) = k ( x ) � k (y ), 故 k (x ) � k (y ), 所以 k是保序的.

由于 ( k (xj ), xj ) � �, 所以 � j� J ( k ( xj ), xj ) � �, (� j� J k ( xj ), � j� J xj ) � �, 故 k (� j� J x j ) = k ( � j � J
k ( xj ) ) � � j� J k ( xj ) � k ( xj ). 这说明 { k( xj ): j � J } 在 k (L )中有下界. 设 t = k (m ) � k( L ) 是 { k ( xj ):

j � J } 在 k (L )中的任一下界, 则 � j � J k( xj ) � t = k(m ), 所以 k (� j� J k ( xj ) ) � k ( t ) = k
2
(m ) = k (m )

= t, k ( � j� J xj ) = k (� j � J k ( xj ) ) � t, 因此 k ( � j� J xj ) 是 { k ( xj ): j � J }的下确界, 即 k ( � j� J xj ) = � j � J
k ( xj ).

设 I为定向集, 由于 ( k( xi ), x i ) � �, 所以 ( � i� I k ( xi ), � i� I x i ) = � i� I ( k ( xi ), xi ) � �, 故 � i� I
k ( xi ) � k ( � i� I xi ). 另一方面, k ( � i� I xi ) � k (x i ), k ( � i� I xi ) �� i� I k ( xi ). 因此, k (� i� I xi ) = � i� I
k ( xi ).

由上述证明可知, k ( L ) 对 L的任意下确界和定向上确界都是封闭的, 所以 k (L ) 是连续格. 易证 �k:
L /�� k( L ), [x ] |� k ( x ) 是同构, 其逆为 �k

- 1
: k (L ) � L /�, k ( x ) | � [ k ( x ) ] . 所以 L /�为连续格. 可以验

证 �
�
: L � L /�, x | � [x ]�是同态, 因此 �是 L的同余.

推论 1� 设 f: L � T 为连续格的同态, 则 f的核 ker f = { ( x, y ) | f ( x ) = f ( y ) }是 L的同余.

推论 2� 设 �和 �为连续格 L的两个同余, 则等价关系 �� �也是 L的同余.
推论 3� 设 L 为连续格, 等价关系 �� L � L是同余当且仅当 { ( x, y ) | ( x, y ) � �} 是 L � L的子代

数.

2� 同态定理

定理 1� 设 S和 T都是连续格, f: S � T为同态, 则存

在惟一的同态 g: S /ker f � T, [x ] |� f ( x ) 使图 1可换.

证明 � ( 1) g是有定义的. 如果 [x ] = [y ], 则 ( x, y )
� ker f, 所以 f ( x ) = f (y ).

( 2) g是同态且 f = g � ( ker f ) �. 由于 f为同态,

g ( [ x ] ) = f ( x ), 所以 g为同态.

( 3) g是惟一的. 若 h是同态且 f = h � ( ker f ) �, 则
h ( [ x ] ) = f ( x ) = h � ( ker f ) � ( x ) = g ( [ x ] ).

推论 4� 设 S和 T都是连续格, f: S � T为同态, 那么

S /ker f � Im f.

证明 � 由 [ 1]的定理 2. 7可知 Im f为连续格, 所以 g: S /ker f � Im f, [ x ] | � f (x ) 为满同态. 显然

g为单同态. 只需证明 g
- 1
: Im f � S /ker f, f ( x ) |� [x ]为同态. 对 xj � Im f, j � J, 存在 yj � S, 使得

f (yj ) = xj, 所以 g
- 1
( � J xj ) = g
- 1
( � J f (yj ) ) = g

- 1
( f ( � J yj ) ) = [ � J yj ] = � J [ yj ] = � J (g

- 1
g [ yj ] )

= � J ( g
- 1
f ( yj ) ) = � J g

- 1
( xj ), 即 g
- 1
保持任意下确界. 同理可证 g

- 1
保持定向上确界.

推论 5� 设 S和 T都是连续格, f: S � T 为同态, 那么 S /ker f � T.
设 L为连续格, �, �为 L上的同余且 �� �, 用 � /�表示 L /�� L /�的等价关系:

� /�: = { ( [x ]�, [ y ] �) | (x, y ) � � }.
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推论 6� 设 L为连续格, �, �为 L上的同余且 �� �, 则有 L /�
� /�
� L /�.

证明 � 因为 �, �为 L上的同余且 �� �, 所以映射 �: L /�� L /�, [ x ] � |� [ x ] �为同态. 事实上:
( 1) �有定义. 因为 [ x ] � = [y ]�, 所以 [ x ] � = [ y ] �.

( 2) 显然 �为满同态.

( 3)� /�= ker �. 由于 ( [ x ] �, [ y ] �) � ker �� �( [ x ] �) = �( [ y ] �) � [ x ] � = [ y ] � � ( [ x ] �, [y ] �)

� � /�. 由推论 5可得
L /�
� /�
� L /�.
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