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[摘要 ] � 主要对单位圆盘 �1和多圆柱 �n 上的 C lamped P la te问题或 D ir ichlet双调和算子的问题进行了研究.得

到了单位圆盘 �1和多圆柱 �n上 Dir ichlet重调和算子 �2的两特征值不等式.
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Abstract: The C lam ped prob lem or the problem aboutD ir ichlet b iharm onic opera to r on un it d isk �1 andm ulti cy linder�n

are studied. Tw o e igenva lue inequa lities o f D irich le te b iharm on ic operator �2 on un it disk �1 and m ulti cy linder �n are

ob tained.
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� � 设 M是 n -维紧流行, � � M 是M中连通的有界域.所谓 C lam ped Plate问题或狄利克雷重调和算子

的不等式问题是指

�
2
u = �u, u � �,

u
��

=
�u
�n ��

= 0,
( 1)

这里 �, �
2
分别是 M中的拉普拉斯算子和拉普拉斯重调和算子.方程 ( 1)具有一定的物理背景, 在低维情

况下,上式来自水动力学和薄板的振动问题.对于球面的 C lam ped P late问题, 本文第二作者将其形象地描

述为 �球壳振动 �.此种说法更加深了对问题的理解.

C lam ped P late问题从 20世纪 50年代至今一直是微分几何领域中研究的热题. 此问题的研究成果颇

为丰富. 1956年, Payne, Po lya和W einberger
[ 1]
得到了 R

n
上重调和算子特征值的不等式:

�k+ 1 - �k �
8( n + 2)

n
2

1

k �
k

i= 1

�i.

1984年, H ile和 Y eh
[ 2]
推广了 H ile和 Protter在 C lam ped P la te问题的方法,并得到了 R

n
上改善了的

结果:
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.

1990年, H ook
[ 3 ]

,陈祖墀和钱椿林
[ 4]
各自独立地得到了 R

n
上的不等式:

n
2
k
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8( n + 2)
� �

k

i= 1

�
1
2
i

�k+ 1 - �i
�

k

i= 1
�i

1
2 .

2006年, 杨洪苍
[ 5]
将文献 [ 3] , [ 4]的结果又向前推进了一步,得到了 R

n
上的不等式:
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�k+ 1 �
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k �
k

i= 1
�i +

8( n + 2)

n
2

1
2 1

k �
k

i= 1
[ �i (�k+1 - �i ) ]

1
2 .

本文主要研究了圆盘 �
1
和多圆柱 �

n
上 C lam ped P late问题.

1� 引理

引理 1

�
k

i= 1

(�k+ 1 - �i ) u i� g
2 � A, ( 2)

其中

A = �
k

i= 1
( �k+ 1 - �i )

1
2 �1 4 � g� u i

2
+ 2�� � ui

2 � g
2

- �� ( � g )
2
u

2
i - 2�� � g� �gu i -

�� � � g
2
u

2
i +

1

�1
� g� u i

2
-

1

4 �� (� g )
2
u

2
i -

1

2 �� � g� �u2
i ,

�1 > 0是一个常数, u i, g是流形上的光滑函数.

证明 � 令

�i = gu i - �
k

j= 1

aiju j, a ij = ��gu iu j = aj i,

��u j�i = 0, � i, j = 1� , k,

( 3)

�� ( ��i )
2

= �� �i�
2
�i = ���i �

2
( gu i ) - �

k

j= 1

aij�ju j =

�� �i ( �2
gu i + 2� �g� ui + 2�g�ui + 2�( � g� ui ) + 2� g� �u i + g�

2
ui ) =

�i � �i�
2

- �
k

j= 1
a ij bij + ��gu i (�

2
gui + 2� �g� u i +

2�g�u i + 2� (� g� u i ) + 2� g� �ui ),

其中

bij = ��u j (�
2
gui + 2�g� ui + 2�g�ui + 2�( � g� u i ) + 2� g� �u i ) = - bij,

� �i�
2

= �� �2i.
由于

�i aij = ��gu j�
2
ui = ��gu j�

2
ui - �� �2

( gui ) uj + �� �2
( gu i ) uj =

- �� uj (�
2

(gu i ) - g�
2
ui ) + ��gui �

2
u j = - bij + �j a ij, ( 4)

从而 aij和 bij有以下关系

bij = - bij = - ( �i - �j ) a ij. ( 5)

由简单计算可知
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2
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2
i .

再由 Ray le igh-R itz不等式得
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j= 1

a ij bij. ( 6)

另一方面

�� �i (- 2� g� u i - �gui ) = �� gui - �
k

j= 1

a ij uj ( - 2� g� ui - �gu i ) =

� � gu i�
2

+ 2�
k

j= 1
aij cij, ( 7)

其中

cij = ��u j (� g� u i + 1 /2�gui ) = - cj i. ( 8)

由 ( 7)及 Schw arz不等式知
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c
2
ij , ( 9)

其中 � > 0是常数. 再由 ( 6)得

� � gu i�
2

+ 2�
k

j= 1
aij cij �

�
�k+ 1 - �i

4� � g� u i�
2

+ 2�� | � g |
2

| � u i |
2

- �� (�g )
2
u

2
i -

2��� g� �gu
2
i - �� � | � g |

2
u

2
i - �

k

j= 1
a ij bij +

1
�

(�k+ 1 - �i ) � � g� u i + 1 /2�gu i�
2

- �
k

j= 1
c

2
ij .

( 10)

令 � = ( �k+ 1 - �i )
1/2
�1, �1 > 0是常数, 将 ( 10)乘以 ( �k+ 1 - �i ),则

� � gui �
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k
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c

2
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因为 aij = aj i, cij = - cj i,且 bij = - ( �i - �j ) aij,将 ( 11)式对 i从 1加到 k,得

�
k

i= 1
� � gui �

2
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k

i, j= 1
( �i - �j )

2
a

2

ij �
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2�
k

j= 1

1
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a

2
ij -

1

2�1 E
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1 /2
c

2
ij, ( 12)

其中

A = E

k

i= 1
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1 /2
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2
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2
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2

-
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2
u

2
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2
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Q8
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2
u

2
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或
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k
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[ A,
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其中

A = E

k

i= 1
( Kk+ 1 - Ki )

1
2

A 1 ( 4+ ¨g ¨ ui +

2
+ 2 Q8 ¨u i

2
¨ g

2
- Q8 ( ¨ g )

2
u

2

i - 2 Q8¨ g¨ $gu i -

Q8
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2
u

2
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1

A1

( + ¨g ¨ ui +
2

-
1

4 Q8( ¨g )
2
u

2
i -

1

2 Q8¨ g¨ $u
2
i ) ,

A1 > 0是一个常数.

2 主要结果及其证明

定理 1 设 8是单位圆盘 $
1
中的连通有界域, Ki, i = 1, 2, , , k是其上 C lam ped Pla te问题的第 i特征

值, 则有

E

k

i= 1
( Kk+ 1 - K i ) [ E

k

i= 1
( Kk+ 1 - Ki )

1
2 2 6 K

1
2
i -

5
24

.

证明  我们知道单位圆盘有双曲度量

ds
2

=
4dz d�z

( 1 - | z |
2
)

2 . ( 13)

对单位圆盘实行分式线性变换

X = -
z + 1
z - 1

,

即 z =
X - 1

X + 1
. ( 14)

( 14)两边同时微分得

dz = d X - 1
X + 1

=
2dX

( X + 1)
2 , ( 15)

d�z =
2d�X

( �X + 1)
2 . ( 16)

将 ( 14), ( 15), ( 16)代入 ( 13)得

ds
2

=
16dXd�X

4( X + �X )
2, ( 17)

这里

X = x 1 + ix 2.

将上式代入 ( 17) 得

ds
2

=
dx

2
1 + dx

2
2

x
1

1

. ( 18)

( 18)是度量 ( 17)在上半平面H
+
上的表示,对 ( 18)实行坐标变换

x 1 = e
Q
, ( 19)

得

ds
2

= dQ
2

+ e
- 2Q

+ e
- 2Q

dx
2
2, ( 20)

这里 Q是 $
1
上的度量函数,度量 ( 20)相应于变量 Q的拉普拉斯算子为

$ =
5

2

5 Q
2 +

5
5Q

.

取 g = Q,则对函数 g有

$g = 1,  + ¨g + = 1. ( 21)

将 ( 21) 代入引理得

E

k

i= 1
+ gui +

2
( Kk+ 1 - Ki ) [ E ( Kk+ 1 - Ki )

1 /2
A 1 ( 4+ ¨g +

2
+ ¨ u i +

2
+

2+ ¨ u i +
2
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1
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2
+ ¨ u i +

2
-

1

4
[
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( Kk+ 1 - Ki )
1 /2

2 6+ ¨u i +
2

-
5

12
6 . ( 22)

因为

+ ü i +
2

= Q8 | ¨ u i |
2

= Q8u i ( - $ui ) [ ( + u i +
2

+ $ u i +
2
)

1 /2
= K

1 /2
i , ( 23)

+ u i ¨ g+
2

=
Q8

| u i ¨ g |
2

=
Q8
u

2
i | ¨ g |

2
= 1 , ( 24)

由 ( 22), ( 23), ( 24)得

E

k

i= 1

( Kk+ 1 - Ki ) [ E ( Kk+ 1 - Ki )
1/ 2

2 6 K
1 /2
i -

5

24
.

定理 2 设 8 是多圆柱 $
n
中的连通有界域, Ki ( i = 1, 2, , , k )是单位复球 B

n
上 C lam ped P late问题

的第 i特征值,则有

E

k

i= 1

( Kk+ 1 - Ki ) [ E

k

i= 1

( Kk+ 1 - Ki )
1
2 8( 2 + n )

n
K

1
2
i -

( 4 + n) n

8( 2 + n )
.

证明  因单位多圆柱 $
n

= $
1

@ $
1

@ , @ $
1
( n个 $

1
) 有乘积的双曲度量

ds
2

= E

k

i= 1

4dz i d zi

( 1 - | z i |
2
)

2 . ( 25)

对多圆柱实行分式线性变换

X i = -
zi + 1

zi - 1
,  i = 1, 2, , , n , ( 26)

则得到度量 ( 25) 在 (H
+

)
n

= H
+

@ H
+

@ , @ H
+

( n个H
+

) 上表示

ds
2

= E

k

i= 1

dx
2
i + dy

2
i

x
2

i

, ( 27)

这里

X j = xj + iyj,  j = 1, 2, , , n .

对 ( 27) 实行坐标变换

xi = e
Qi,  i = 1, 2, , , n , ( 28)

则 ( 27) 可变为

ds
2

= E

n

p = 1

( dQ
2
p + e

- 2Qp dy
2
p ) , ( 29)

这里 Qp, p = 1, 2, , , n是 $
n
上的度量函数,则我们得到对于度量 ( 29) 关于 Qp, p = 1, 2, , , n的拉普拉斯

算子:

$ = E

n

p = 1

5
2

5 Q
2
p

+
5

5Qp

.

取 g = Qp, p = 1, 2, , , n. 对这个 n个函数 g我们有

$g = 1,  + ¨g + = 1. ( 30)

由引理 1和 ( 30)得

E

k

i= 1

( Kk+ 1 - Ki ) + u i ¨ g +
2

[
E

k
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( Kk+ 1 - Ki )
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A 1 4+ ¨ Qp g + + ¨ Qp u i +
2

+
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2
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2
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2
u

2
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1
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+ ¨ Qp g+
2
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2

-
1
4 Q8 ( $g )

2
u

2
i . ( 31)

( 31)两边对 p从 1到 n作和得

n E

k

i= 1

( Kk+ 1 - Ki ) + u i ¨ g+
2

[
E

k

i= 1

( Kk+ 1 - Ki )
1 /2
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- n ) @

1
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2
-

n
4

[ E
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8( 2 + n)
.
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因

+ ü i +
2

=
Q8

| ¨ u i |
2

=
Q8
u i ( - $ui ) [ ( + u i +

2
+ $ u i +

2
)

1 /2
= K

1 /2
i ,

最后我们得

E

k

i= 1
( Kk+ 1 - Ki ) [ E

k
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( Kk+ 1 - Ki )

1 /2 8( 2 + n )

n
K

1 /2
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特别地,对双圆盘 $
2
我们有不等式

E

k

i= 1
( Kk+ 1 - Ki ) + u i ¨ g+

2
[

E

k
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.
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