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[摘要 ]  给出了带有线性约束的指数族非线性回归模型的最大似然估计量的随机展开, 所得到的随机展开式

由相互独立的正态变量以及曲率立体阵表示,使用简洁方便.
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Abstrac t: Exponentia l fam ily nonlinear reg ression m ode ls w ith linear restr iction are d iscussed in this paper. A set of sto-

chastic expansions are g iven for the restr ic ted m ax im um likelihood estim ato r. The stochastic expansions g iven here de-

pend on ly on the independent norm a l random va riab les and curv atu re arrays, there fo re it is conven ient to use them.
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1 模型

无约束的指数族非线性回归模型在文 [ 1-7]中已有很多的论述,本文研究的是带有线性约束的指数族

非线性回归模型.下面介绍一些有关概念.

假设 y = ( y1, y2, ,, yn )
T
的各分量相互独立, 且具有指数族的概率密度

p ( y; H, < ) = exp E
n

i= 1
[ < ( yiHi - b (Hi ) - c( yi ) ) -

1
2
s(y i, < ) ] , ( 1)

其中 H= ( H1, ,, Hn )
T
为自然参数; <为已知的尺度参数; b(# ), c(# ), s(#, # )为已知的函数.假定有兴趣

的参数为 B = ( B1, ,, Bp ) I B, B为 p维实数空间的子集, 其中 p < n,且模型 ( 1)满足条件:

Gi > g( Li ) = f ( xi; B) > f i (B), i = 1, ,, n, ( 2)

其中 Li = E (y i ), g为已知的单调函数, f为已知的回归函数,而 x1, ,, xn为自变量,则上述模型即为指数族

非线性模型,简记为模型 ENM (B, < ).

现记 b ( H) = E
n

i= 1

b ( Hi ), b
#

(H) = ( b
#

( H1 ), ,, b
#

(Hn ) )
T
, b&(H) = d iag( b&( H1 ), ,, b&(Hn ) ), < > R

- 2
,其中

b
#

(Hi )和 b&(Hi )分别为 b ( Hi )的前二阶导数.又记 E ( y ) = L( H), var( y ) = R
2
V( H), 则由指数族的性质可

得 L( H) = b
#

(H), V(H) = b&( H),由 ( 2)式可知, H为 B的函数,记为 H= H(B).由此又知 L( H)及 V( H)也
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为 B的函数,记为 L(B) = L( H( B) ), V( B) = V(H( B) ).设D ( B)为 L( B)关于 B的一阶导数矩阵, W (B)

为 L(B)关于 B的二阶导数立体阵.最后记 l (B) = logp ( y; H(B), R ),其前二阶导数记为 l
#

(B)和 l&( B).

指数族非线性模型的改进的BW (MBW )
[ 2]
几何结构如下:在 R

n
中取 L = ( L1, ,, Ln )为欧氏坐标,定

义解轨迹 P为 L = L(B),它是 R
n
中的 p维曲面,它在 B处的切空间 TB由 D ( B) 的列向量生成, 在 R

n
和

TB中定义向量 a, b的内积为 3a, b4 = a
T
V
- 1

b. 在此内积下,解轨迹 P在 B处的法空间记为 TcB.设 D( B)关

于上述内积的 QR分解为: D ( B) = (Q, N )
R

0
= QR,其中 R为满秩上三角矩阵, Q和 N的列向量分别构

成 TB和 TcB的标准正交基,它们满足 Q
T
V
- 1

Q = Ip , N
T
V
- 1
N = In-p, Q

T
V
- 1
N = 0 ( Ip 和 In- p为单位阵 ),在

上述内积下,一个矩阵D的投影阵为 PD = D (D
T
V
- 1
D )

- 1
D

T
V
- 1
,特别地, TB和 TcB上的投影阵分别为 PT =

QQ
T
V
- 1
和 PN = NN

T
V
- 1
.根据上述标记,可定义指数族非线性模型的固有曲率立体阵 A

I
和参数效应曲率

立体阵 A
P
如下: A

I
= [N

T
V
- 1
] [U ] , A

P
= [Q

T
V
- 1
] [U ], U = L

T
WL, L = R

- 1
,其中 [ . ] [ . ]表示矩阵和立

体阵的乘积
[ 1]
. 与此类似,亦可基于自然参数 H= H( B) 定义 D H及曲率立体阵 A

I

H和 A
P

H, 不同的是内积的

形式为 3a, b4H = a
T
Vb,并有以下重要关系:

DH = V
- 1
D, QH = V

- 1
Q, NH = V

- 1
N, LH = R

- 1
H = L, WH = [ V

- 1
] [W - # ] ,

A
I

H = [N
T
V
- 1
] [L

T
(W - # )L ] = A

I
- #

I
, A

P

H = [Q
T
V
- 1
] [ L

T
(W - # )L ] = A

P
- #

P
,

其中 # = D
T
V
- 1

SV
- 1
D, S = b

( 3)
( H) ( b (H) 关于 H前三 阶导数 ) 都是 n @ n @ n 立体阵,

#
I
= [N

T
V
- 1
] [L

T
#L ] , #

P
= [Q

T
V
- 1
] [ L

T
#L ].

在上述的指数族非线性模型中再对参数加个约束条件:

A cB = a, ( 3)

其中 A为 p @ k阶矩阵 ( k < p ), 则此模型就成了具有线性约束的指数族非线性模型. 今假定模型 (1) ~

( 3)的所有量均在下标加上 c.不失一般性,可假设 A为列满秩矩阵.所以约束条件 AcB = a可以反解为

B = A (A
T
A )

- 1
a + H U, ( 4)

其中 H为 p @ q阶矩阵 ( q = p - k ),满足 AcH = 0,H cA = 0, H cH = E q, U为 q维实数空间的子集 7上的

未知参数.

今假定以下所讨论的问题都满足文献 [ 2]中的正则条件 A、B、C,且正则条件 A、B、C关于参数 B满足

的条件关于参数 <也满足,以保证 B的估计 B̂c存在及其收敛性.

2 估计量的随机展开

定理 1 若模型 ( 1) ~ ( 3)满足上述假定,则 $Bc = B̂c - B0的一阶随机展开可表示为

$Bc = LSt + OP (n
- 1
), ( 5)

n$Bc y
L

N ( 0, R
2
K c ( B) ), ( 6)

其中 K c ( B) = K
- 1

- K
- 1

A (A
T
K

- 1
A )

- 1
A

T
K

- 1
, St = P tS, P t = Ep - Pn, Pn = PL TA.

证明  由于 B̂c为 B上的函数 l (B)在约束条件 A
T
B = a下的最大值点,因此根据 Lagrange乘数法,

可令 u ( B, Q) = l( B) + Q
T
(A

T
B- a),其中 Q为 k维参数向量,对上式的 B和 Q分别求导, 可知 B̂c和 Q̂应

满足:

l
#

( B̂c ) + AQ̂= 0,

A
T
B̂c = a.

( 7)

将 l
#

( B̂c )在 B0点进行一阶展开得:

l
#

( B0 ) + l&( B0 )$Bc + AQ̂+ r+ $Bc + = 0(当 $Bc y 0时, r y 0).

由文献 [ 2]的引理 213可得:

<D
T
H ( B) e + < [ e

T
] [WH] $Bc - <D

T
HVDH$Bc + A Q̂+ r+$Bc + = 0.
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由文献 [ 2]的定理 411和引理 411可得 < [ e
T
] [WH] $Bc = OP ( 1),所以由上式可解出

$Bc = ( <D
T
HVD H)

- 1
(<D

T
He + AQ̂) + a, 其中 a = OP (n

- 1
).

此等式两边同乘以 A
T
,整理得:

Q̂= - < {A
T
(D

T
HVD H)

- 1
A }

- 1
A

T
(<D

T
HVDH)

- 1
<D

T
He + OP = - < (A

T
LL

T
A )

- 1
A

T
LS+ OP ( 1),

所以

$Bc = (<D
T
HVDH)

- 1
[ <D

T
He - <A (A

T
LL

T
A )

- 1
A

T
LS] + a = LP t S+ OP (n

- 1
) = LSt + OP (n

- 1
),

从而 ( 5)式得证.

$Bc = (D
T
V
- 1
D )

- 1
D

T
V
- 1

e - (D
T
V

- 1
D )

- 1
A (A

T
LL

T
A )

- 1
A

T
LS+ a =

(D
T
V

- 1
D )

- 1
D

T
V

- 1
e- (D

T
V

- 1
D )

- 1
A (A

T
(D

T
V

- 1
D )

- 1
A )

- 1
A

T
(D

T
V

- 1
D )

- 1
D

T
V

- 1
e + a.

由文献 [ 2]的引理 411, 可得:
D

T
V

- 1
e

n
y
L

N ( 0, R
2
K ( B) ).

n$Bc y
L

N ( 0, R
2
K c ( B) ),  Kc ( B) = K

- 1
- K

-1
A (A

T
K

- 1
A )

-1
A

T
K

-1
,

从而 ( 6)式得证.

定理 2 若模型 ( 1)、( 2)、(3)满足定理 1的条件,且满足条件 D:假定 Ht在 B存在三阶连续导数,并

且下列有关导数的极限存在

l im
ny ]

1

n E
n

t= 1

53
Ht

5Bi5Bj 5Bk

2

= G ijk (B) < + ] ,

则 $Bc = B̂c - B0的二阶随机展开可表示为:

$Bc = LP t St + [K
T
] [A

I

H] St + [ S
T
n ] [A

P

H ] St -
1

2
S

T
tA

P
St + OP (n

- 1
), ( 8)

其中 Sn = Pn S = S- St, K= N
T
V
- 1

e.

证明  

5l
5Bi

= <E
n

t= 1
yt

5Ht
5Bi

- b
#

(Ht )
5Ht
5Bi

= <E
n

t= 1
( yt - Lt ( B) )

5Ht
5Bi
,

52
l

5Bi5Bj
= <E

n

t= 1
et

52
Ht

5Bi5Bj
-

5Lt (B)
5Bj

5Ht
5Bi

,其中 et = y t - Lt ( B),

53
l

5Bi5Bj 5Bk
= <E

n

t= 1

et
53
Ht

5Bi5Bj 5Bk
-

5Lt (B)
5Bk

52
Ht

5Bi5Bj
-

52
Lt ( B)
5Bj 5Bk

5Ht
5Bi

-
5Lt ( B)
5Bj

52
Ht

5Bi5Bk
=

<E
n

t= 1
et

53
Ht

5Bi5Bj 5Bk
- D tkW Htij - W tjkDHti - D tjW Htik .

( $Bc )
T
l

,

$Bc的第 i个分量为:

<E
p

j= 1
E
p

k= 1

$Bcj$Bck
53
l

5Bi5Bj 5Bk
=

<E
n

t= 1
E
p

j= 1
E
p

k= 1
et

53
Ht

5Bi5Bj 5Bk
- $Bcj$BckD tkWHtij - $Bc j$BckD tjWHtik - $Bj$BkW tj kD Hti ,

所以

( $Bc )
T
l

,

$Bc = < ( $Bc )
T

e
T 53

H
5B3

T

$Bc - 2< [ (D$Bc )
T
] [WH$B] - < ( $Bc )

T
[D

T
H ] [W ] ($Bc ), ( 9)

其中上式右端第一项仅仅是一个符号,它表示一个向量.其第 i个分量为

E
p

j= 1
E
p

k= 1
E
n

t= 1
< et

5
3
Ht

5Bi5Bj 5Bk
$Bck $Bc j.

由 Lagrange乘数法将 (7)式把 l
#

( B̂c )在 B0点二阶展开得:

l
#

(B0 ) + l&(B0 ) $Bc + A Q̂+
1
2
($Bc )

T
l

,

$Bc + r+$Bc +
2
= 0,

A
T
B̂c = A.
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由文献 [ 2]的引理 213及 ( 9) 式可得:

<D
T
H ( B) e + < [ e

T
] [WH ]$Bc - <D

T
HVD H$Bc +

1
2
< ( $Bc )

T
e

T 53
H

5B3

T

$Bc -

< [ (D$Bc )
T
] [WH$B] -

1
2
< ($Bc )

T
[D

T
H] [W ] ( $Bc ) + AQ̂+ r+ $Bc +

2
= 0.

解得:

$Bc = ( <D
T
HVD H)

- 1
<D

T
H( B) e + ( <D

T
HVDH )

- 1
< [ e

T
] [WH] $Bc +

1

2
(<D

T
HVDH)

- 1
< ($Bc )

T
e

T 53
H

5B3

T

$Bc - (<D
T
HVD H)

-1
< [ (D$Bc )

T
] [WH$B]

-
1
2
( <D

T
HVDH )

- 1
< ( $Bc )

T
[D

T
H ] [W ] ($Bc ) + ( <D

T
HVDH )

- 1
A Q̂+ r+$Bc +

2
. (10)

由文献 [ 2]中的引理 411及条件 D可得

( $Bc )
T

e
T 53

H
5B3

T

$Bc = OP n
-

1
2 ,

所以 ( 10) 式可变为:

$Bc = ( <D
T
HVD H)

- 1
(<D

T
He + AQ̂) + (<D

T
HVD H)

- 1
[ <e - <D$Bc ]

T
[WH] $Bc -

1

2
< ($Bc )

T
[D

T
H] [W ] ( $Bc ) + OP (n

- 3
2 ), (11)

上式两边同乘以 A
T
得:

A
T
( <D

T
HVD H)

- 1
AQ̂= - A

T
( <D

T
HVD H)

- 1
<D

T
H e-

A
T
(<D

T
HVDH)

- 1
[ <e- <D$Bc ]

T
[WH] $Bc -

1
2
< ($Bc )

T
[D

T

H ] [W ] ($Bc ) + OP (n
-

3
2 ) =

- A
T
LS- A

T
Lw + OP (n

-
3
2 ), (12)

其中 w = L
T
[ ( e - D$Bc )

T
] [WH] $Bc -

1
2
( $Bc )

T
[D

T
H ] [W ] ($Bc ) . (13)

由 ( 11)、( 12)式,整理得:

$Bc = LS+ <
- 1
LL

T
A (A

T
LL

T
A )

- 1
{- <A

T
LS- <A

T
Lw } + Lw + OP (n

-
3
2 ),

$Bc = LS- LL
T
A (A

T
LL

T
A )

- 1
A

T
L ( S+ w) + Lw + OP (n

-
3
2 ). (14)

把 ( 5)式和 e = (QQ
T
V
- 1
+ NN

T
V
- 1
) e = QS+ NK带入 ( 13)式,整理得:

w = L
T
[ ( e - DLSt )

T
] [WH ]LSt -

1
2
S

T
t [D

T
H ] [ L

T
WL ] St + OP (n

- 1
) =

[ K
T
] [A

I

H ] St + [ S
T
n ] [A

P

H ] St -
1

2
S

T
tA

P
St + OP (n

- 1
). (15)

把 ( 15)式带入 ( 14)式, 整理得:

$Bc = LS- LPn (S+ w ) + Lw + OP (n
-

3
2 ) = L (S- Sn ) - LPnw + Lw + OP (n

-
3
2 ) =

LSt + LP tw + OP (n
-

3
2 ) = LP t ( St + w ) + OP (n

-
3
2 ) =

LP t St + [ K
T
] [ A

I

H] St + [ S
T
n ] [A

P

H ] St -
1
2
S

T
t A

P
St + OP (n

-
3
2 ),

所以 ( 8)式得证.

特殊情形:当模型为带线性约束的正态非线性回归模型时,

V = E n, A
I

H = [N
T
] [U ] > I, A

P

H = [Q
T
] [U ] > P, A

P

= P,

所以

$Bc = LP t St + [ K
T
] [ I ] St + [ S

T
n ] [ P ] St -

1

2
S
T
t PSt + OP (n

-
3
2 ). (16)

这与文献 [ 1]中的结论是一致的.
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由定理 1、2可得以下推论:

推论 1 若模型 ( 1)、( 2)、(3)满足定理 2的条件,则

$Lc = L(Bc ) - L̂( B0 ) = QP t {St + [K
T
] [A

I

H] St + [ S
T
n ] [A

P

H ] St } +

1

2
N (S

T
tA cSt ) +

1

2
QPn S

T
t A

P
St + OP (n

- 1
). (17)

推论 2 若模型 ( 1)、( 2)、(3)满足定理 2的条件,则

êc = y - L( B̂c ) = QSn + NK- QP t [K
T
] [A

I

H] St - QP t [ S
T
n ] [A

P

H ] St -

1
2
N ( S

T
t A cSt ) - 1

2
QPn S

T
t A

P
St + OP (n

- 1
). (18)
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