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[摘要 ]  分数布朗运动由于具有自相似和长期相关等分形特性,已成为数理金融研究中更为合适的工具. 本文

通过假定股票价格服从几何分数布朗运动,构建了 ItÉ分数 B lack-Scho les市场; 接着在分数风险中性测度下, 利

用随机微分方程和拟鞅 ( quas-im artinga le)定价方法给出了分数 B lack-Scho les定价模型; 进而讨论了股价受分数

布朗运动驱动的混合期权定价模型.研究结果表明, 与标准期权价格相比,分数期权价格要同时取决于到期日和

Hurst参数.
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Abstrac t: The se l-f sim ilar ity and long- range dependence properties m ake the F rac tiona l B rown ian m otion a suitable too l

in d ifferen t applications likem a them atical finance. Th is paper used the hypotheses that asse rt price follow ed geome tr ic

FBM to construct the ItÉ fractional B lack-Scholes m arket. U sing of quas-i m artinga lem ethod based on the fractiona l r isk

neutra lm easure, this paper so lved fractiona l Black-Scho les m ode.l M oreove r pr ic ing of com pound option mode l w ith

stock pr ice dr iven by FBM w as discussed. The resu lt show ed frac tiona l option pr ice, compared to c lassical option price,

depends on m atur ity tim e and H urst param eter.
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  自从 Bache lier关于债券价格运动的研究以来,产生了许多描述股票价格收益行为的模型
[ 1 ]
.针对

Bachelier的算术布朗运动模型出现价格的负值, Samuelson提出了几何布朗运动模型
[ 2]
, Osborne也建议用

正态分布随机变量来建模对数股票价格
[ 3]
. 随后, 布朗运动以其良好的随机计算性质而广泛应用于期权

定价中.然而大量的实证研究表明,大多数股票市场中的随机现象都体现出了很强的肥尾、自相似和长期

相关等分形特征,这导致了大量的由布朗运动驱动的定价模型不符合真实的市场.

M andelbro t和 V an Ness
[ 4]
提出的分数布朗运动,已成为弥补上述模型缺陷最为简单的方法.许多研究

者以不同方法给出了分数布朗运动的离散逼近,还在分数轨道积分 ( fractional pathw ise integrals)意义下用

多种途径证明了分数 B lack-Scholes模型下的欧式期权定价存在套利
[ 5-7]

, 这使得分数布朗运动似乎不适

宜用于驱动期权定价模型.而 H u和 ªksendal在分数伊藤积分意义下证明,分数 B lack-Scho les市场不存在

套利且完备
[ 8]
.

N ecu la
[ 9]
在此基础上, 通过随机积分的计算证明了分数 B lack-Scho les公式;刘韶跃等

[ 10]
利用这一结

论对可降低权利金的权证进行了定价.本文立足通常鞅定价的研究思路, 在分数风险中性测度下, 利用随

机微分方程和拟鞅 ( quas-imart ingale)定价方法对分数 B lack-Scho les定价模型进行了求解; 并将此种思想

推广到股价受分数布朗运动驱动的混合期权定价模型中, 最后对得到的分数期权价格和标准期权价格进
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行了比较.

1 ItÉ型分数 B lack-Scho les市场

考虑金融市场上存在两种投资可能性,一种是无风险资产债券,满足:

dM ( t) = rM ( t) dt, ( 1)

其中, 无风险利率 r为常数.

另一种是风险资产如股票,满足:

dS ( t ) = L( t )S ( t) + R ( t) S ( t) dBH ( t ), ( 2)

称 S ( t )满足几何分数布朗运动.若 L( t ) = L, R ( t) = R为常数, 根据文献 [ 9] 中引理 115有

S ( t) = S exp(Lt -
1
2
R
2
t
2H

+ RBH ( t) ), ( 3)

其中, S (0) = S.

若保持其余 B lack-Scho les模型条件不变, 则此时的市场为 ItÉ型分数 B lack-Scho les市场. Hu和

ª ksenda l证明分数 B lack-Scho les市场不存在套利,且是完全市场
[ 8]

.则在风险中性测度 Q下

S ( t) = S exp( rt -
1

2
R
2
t
2H

+ RB
Q

H ( t) ). ( 4)

设 { F
H

t , 0 [ t [ T }表示由 BH ( t )产生的 F
H

t = R (BH ( u), 0 [ u [ t)关于 P完备的 R -流.考虑时间

区间 [ 0, T ] ,投资者在时刻 t的财富用 F ( t)表示,即

F ( t) = a ( t) S ( t) + b( t )M ( t), ( 5)

其中, a ( t)、b( t) 分别对应股票和债券的数目. 若 F ( t) 满足下面的方程

dF ( t) = a( t) dS ( t) + b ( t) dM ( t), ( 6)

则称投资策略 { a( t ), b ( t) }是自融资策略.此时,财富过程满足线性随机微分方程

dF ( t) = a ( t) dS ( t) + (F ( t) - a ( t)S ( t) ) rdt = rF ( t ) dt + a ( t) S ( t) RdB
Q

H ( t),

有

e
- rt

F ( t) = F ( 0) + Q
t

0
e
- rS
Ra( S) S ( S) dB

Q

H (S).

另一方面,由分数 C lark-C lone定理
[ 9]

e
- rT

F (T ) = E [F (T ) ] + e
- rT Q

T

0
e
r(T- S)

a( S)S ( S) dB
Q

H ( S) = E [F (T ) ] + Q
T

0
e
- rS

a (S) S (S) dB
Q

H ( S),

再由分数 G irsanov公式
[ 9 ]

    �EQ

t [ e
- rT

F (T ) ] = �E
Q

t (E [F (T ) ] ) + �E
Q

t Q
T

0
e
- rS

a (S) S (S) dB
Q

H ( S) =

E [F (T ) ] + Q
t

0
e
-rS

a( S)S ( S) dB
Q

H (S),

可得到下面的定理.

定理 1 (分数风险中性定价公式 )任意自然 R -流 F
H

T上的可测未定权益F在任意时刻 t I [ 0, T ]的

价格为

F ( t) = e
- r( T- t)

�E
Q

t [F (T ) ],

其中, �E
Q

t [# ]为概率测度 Q下的拟条件数学期望.

2 分数 B lack-S choles期权定价模型

考虑另一风险中性测度 R下随机过程

B
R

H ( t) = B
Q

H ( t) - Ht
2H
, ( 7)

由分数 G irsanov公式
[ 9]

, B
R

H ( t)为风险中性测度 R下的分数布朗运动.考虑

Z ( t) = exp( HBH ( t) -
H
2

2
t
2H

), ( 8)
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则可利用下面引理进行拟鞅等价测度的计算.

引理 1
[ 9]  若欧式未定权益 f满足 �E t [ f (BH (T ) ) ] < ] .则对任意 t [ T,有下面的对等关系:

�E
R

t [ f (BH (T ) ) ] =
1

Z ( t)
�E

Q

t [ f ( BH (T ) )Z (T ) ],

其中, �E
Q

t [# ] , �E
R

t [# ] 分别为风险中性测度 Q和 R下的拟条件数学期望.

定理 2 (分数 B lack-Scho les公式 ) 标的资产 S,到期日为 T, 执行价为 K的欧式买权在任意时刻 t I

[ 0, T ] 的价格为

C ( t, S ( t) ) = S ( t)N ( d1 ) - K e
- r( T- t)

N (d2 ), ( 9)

其中

d1 =

ln S ( t)
K

+ r (T - t) +
R
2

2
(T

2H
- t

2H
)

R T
2H

- t
2H

, (10)

d2 =

ln S ( t)
K

+ r (T - t) -
R
2

2
(T

2H
- t

2H
)

R T
2H

- t
2H

. (11)

证明  由定理 1

    C ( t, S ( t ) ) = e
- r( T- t)

�E
Q

t [F ( S (T ) ) ] = e
-r (T- t)

�E
Q

t [max( ( S (T ) - K ), 0) ] =

e
- r(T- t)

�E
Q

t [ S (T ) I{ S (T ) > K } ] - K e
-r (T- t)

�E
Q

t [ I{ S (T ) > K } ] > C1 - C 2,

其中, C1 = e
-r (T- t)

�E
Q

t [ S (T ) I{S ( T) >K } ] , C2 = K e
- r(T- t)

�E
Q

t [ I{ S (T ) > K } ].

考虑测度 R下随机过程

B
R

H ( t) = B
Q

H ( t) - Rt
2H
, (12)

令

Z ( t) = exp(RBH ( t ) -
R
2

2
t
2H

), (13)

由引理 1,得

�E
Q

t
[S (T ) I{ S (T ) >K } ] = e

rT
�E
Q

t [Z (T ) I{S (T ) >K } ] =

Z ( t ) e
rT

�E
R

t [ I{S (T ) >K } ] = S ( t ) e
r (T- t)

�E
R

t [ I{S ( T) >K } ] .

根据

lnS (T ) = lnS + rT +
1
2
R

2
T

2H
+ RB

R

H (T ),

可得

C 1 = e
- r(T- t)

�E
Q

t [ S (T ) I{ S (T ) > K } ] = S ( t)�E
R

t [ I{S ( T) >K } ] = S ( t)P
R

r ( lnS (T ) > lnK ) =

S ( t )P
R

r ( ( lnS ( t) + r (T - t) +
1

2
R

2
(T

2H
- t

2H
) + R$B

R

H
(T ) ) > lnK ) = S ( t)N ( d1 ),

其中, d1 =

ln S ( t)

K
+ r (T - t) +

R
2

2
(T

2H
- t

2H
)

R T
2H

- t
2H

.

其次

C2 = K e
- r( T- t)

�E
Q

t [ I{S (T ) >K } ] = K e
-r (T- t)

P
Q

t [ I{ S (T ) > K } ] = K e
- r( T- t)

N (d2 ),

其中, d2 =

ln S ( t)

K
+ r (T - t) -

R
2

2
(T

2H
- t

2H
)

R T
2H

- t
2H

.

所以, 欧式买权的评价模型为

C ( t, S ( t) ) = S ( t)N ( d1 ) - K e
- r( T- t)

N (d2 ),

证毕.
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3 分数混合期权定价公式

混合期权是以期权作为标的资产的期权, 可分为 4种不同的混合期权:买权的买权、买权的卖权、卖权

的买权和卖权的卖权,本文着重介绍买权的买权.

买权的买权 ( A C al l on A Ca l,l CC )到期现金流量为
[ 11]

CCT
1
=

C (T 1, S (T 1 ) ) - K 1, C (T 1, S (T 1 ) ) > K 1,

0, 否则.

其中, T 1, K 1表示混合买权到期日和履约价, C (T 1, S (T 1 ) )表示到期日T、履约价K的标的买权在T 1的价格

(T 1 < T ).

在风险中性下,有

CCT = e
- r (T- t)

E
Q

t [m ax (0, C (T 1, S (T 1 ) ) - K 1 ) ] , (14)

其中, S (T 1 ) = S ( t) exp( r (T 1 - t) -
1

2
R
2
1 (T

2H
1 - t

2H
) + R1 (BH

1
(T 1 ) - BH

1
( t) ) ).

设 C (T 1, X ) = K 1, 则有

CCT1
= e

- r (T1- t)
E

Q

t [ (C (T 1, S (T 1 ) ) - K 1 ) IA ] = e
- r( T

1
- t)

E
Q

t [C (T 1, S (T 1 ) ) IA ] - K 1 e
- r( T1- t)

E
Q

t [ IA ],

其中,

A = { S (T 1 ) S (T 1 ) > X } = -
BH (T 1 ) - BH ( t)

T
2H
1 - t

2H
-

BH (T 1 ) - BH ( t)

T
2H
1 - t

2H
< a2 ,

a2 =

ln S ( t)

X
+ r (T 1 - t) -

R
2

2
(T

2H
1 - t

2H
)

R T
2H
1 - t

2H
,

有

CCT 1
= e

- r(T
1
- t)
�E
Q

t [ C (T 1, S (T 1 ) ) IA ] - K 1 e
-r (T

1
- t)

N (a2 ).

而

C (T 1, S (T 1 ) ) = e
-r (T-T1) �E

Q

T 1
[ ( S (T ) - K ) I{S ( T) >K } ] ,

其中

S (T ) = S (T 1 ) exp( r (T - T 1 ) -
1
2
R
2

1 (T
2H

- T
2H

1 ) + R1 (BH (T ) - BH (T 1 ) ) ),

故

�E
Q

t [C (T 1, S (T 1 ) ) IA ] = e
- r( T-T1)E

Q

t [ ( S (T ) - K ) IB ] = e
- r(T-T

1
)
E

Q

t [ S (T ) IB ] - K e
-r (T 1- t)

E
Q

t [ IB ],

其中

B = { ( S (T 1 ), S (T ) ) S (T 1 ) > X, S (T ) > K } = -
BH (T 1 ) - BH ( t)

T
2H
1 - t

2H
, -

BH (T ) - BH ( t)

T
2H

- t
2H

-
BH (T 1 ) - BH ( t)

T
2H
1 - t

2H
< a2, -

BH (T ) - BH ( t )

T
2H

- t
2H

< b2 ,

b2 =

ln S ( t )
K

+ r(T - t) -
R

2

2
(T

2H
- t

2H
)

R T
2H

- t
2H

,

所以

CCT 1
= e

- r (T- t)
�E

Q

t [ S (T ) IB ] - K e
- r (T- t)

N 2 ( a2, b2, Q) - K 1 e
- r (T1- t)

N (a2 ) =

S ( t )N 2 ( a1, b1; Q) - K e
- r(T- t)

N 2 ( a2, b2; Q) - K 1 e
-r (T 1- t)

N ( a2 ),

其中

a1 = a2 + R T
2H
1 - t

2H
,

b1 = b2 + R T
2H

- t
2H

,
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N 2 ( x, y; Q) =
1

2P 1 - Q
2 Q

x

- ] Q
y

- ]
exp

- 1

2( 1 - Q
2
)
( u

2
- 2Quv + v

2
) dudv,

Q= Co rr -
B

Q

H (T 1 ) - B
Q

H ( t )

T
2H

1 - t
2H

, -
B

Q

H (T ) - B
Q

H ( t)

T
2H

- t
2H

=

Corr
B

Q

H (T 1 ) - B
Q

H ( t)

T
2H
1 - t

2H
,
B

Q

H (T ) - B
Q

H (T 1 )

T
2H

- t
2H

+
B

Q

H (T 1 ) - B
Q

H ( t)

T
2H

- t
2H

=

Corr
B

Q

H (T 1 ) - B
Q

H ( t )

T
2H
1 - t

2H
,
B

Q

H (T 1 ) - B
Q

H ( t)

T
2H

- t
2H

=

T
2H
1 - t

2H

T
2H
1 - t

2H # T
2H

- t
2H

=
T

2H
1 - t

2H

T
2H

- t
2H

.

4 结论

分数布朗运动的出现,导致基于布朗运动假设及鞅定价方法建立的期权定价模型需要改进.本文立足

通常鞅定价方法的基本研究思路,采用拟鞅定价的方法重新求解了 ItÉ型分数 B lack-Scholes市场中的期权

定价公式,进而讨论了股价受分数布朗运动驱动的混合期权定价模型.从得到的结果看出, 相比通常的期

权定价公式,分数期权价格不仅与到期时间有关,还取决于长记忆参数 H.假设 t1 [ t2 [ t[ T,考虑到期日

均为 T,签约日分别为 t1和 t2的两种期权. 对通常的 B lack-Scho les模型而言,两者在时刻 t的期权价格相

同;而对分数 B lack-Scho les模型, 前者的价格还受到标的资产价格在时间区间 [ t1, t2 ]的影响,这正是分数

布朗运动中长记忆性驱动的结果.
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