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[摘要 ]  保险公司发生的索赔量分布是离散型或者是连续型的,在不同的分布类型下, 保险公司破产的表述形
式未必相同. 本文在经典风险理论下, 给出了有限时间内保险公司不破产的统一表述.
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Abstrac t: In th is paper the gene ra l un ity expression of nonru in probab ilities in a fin ite tim e is g iven whether the c la im a-
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  本文主要考虑了经典风险理论里的一个经典问题: 即得到在经典风险理论下破产概率的统一表述.
Igantov andK aishev

[ 1]
讨论了离散型索赔分布下有限时间内保险公司破产概率的显式表达,并在文 [ 2]中

改进了上述模型.在保险公司索赔分布是独立同分布的假设条件下,在有限时间内保险公司破产概率的表

述由 Picard and Lefev re
[ 3]
在 2000年给出. Igantov and Ka ishev

[ 4 ]
给出了保险公司在索赔分布是连续型情形

下有限时间内破产的统一表述,本文将在上述研究的基础上, 不考虑保险公司索赔分布的类型,主要讨论

在有限时间内保险公司破产概率的统一表述.

对于一般的风险模型:

U ( t) = h( t) - S t,

S t = E
N
t

i= 1
W i, ( 1)

这里: h ( t)表示保险公司的净收入,假设 h ( t) I (0, + ] ),而且 l im
ty ]

h ( t) = + ] , h ( t)可以是连续函数,也

可以是不连续函数; N ( t )表示在 [ 0, t ]时段保险公司发生的总索赔次数, {N ( t), t\ 0}是强度为 K时的齐

Po isson过程. {W i > 0 a. s. , i = 1, 2, , }表示在每次索赔中发生的索赔量, 假设它们是独立同分布的随机

变量 ( i. i. d ),且假设 {N ( t ), t\ 0}与 {W i > 0 a. s. , i = 1, 2, , }也是独立的.

令 T表示破产时刻: T = inf{ t: t > 0, U ( t) [ 0}, 则P (T > x )表示保险公司在有限时间 (0, x )的生存

概率, 1 - P (T > x )表示相对应的破产概率.

1 相关定义和引理

令 h
- 1
( y ) = inf{ z: h( z) \ y }, Ti = h

- 1
( i ), i = 0, 1, 2,,则 0 = T0 [ T1 [ T2 [ ,.假设 S1, S2, ,是

)28)
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i. i. d的,而且服从参数为 K的指数分布, E [ Si ] =
1
K
, 即 Si ~ exp(K).令: T 1 = S1, T i = Si- 1 + Si ( i = 2,

3, , )表示索赔时间; Yi ( i = 1, 2, , )表示到 T i为止的总索赔量, W1 = Y1, W i = Yi - Yi- 1 ( i = 2, 3, , ),

Y1, Y2, ,, Yk的联合分布为 FY ( y1, ,, yk ).记N t = # { i: S1 + , + Si [ t}, 其中#A表示元素的个数,则

S t = YN ( t) . x.

对于固定时间长度变量 x,令 n = [ h ( x ) ] + 1,这里 [ h( x ) ]表示 h( x ) 的整数部分,由于 w 1 \ 1, ,,

w n \ 1,则 w 1 + , + w n \ n,所以存在整数 k, 1 [ k [ n,使得 w 1 + , + w k \ n, w 1 + , + wk- 1 [ n - 1.

即我们能够等价地找到一个整数 k, 1 [ k [ n,使得 Tw 1+ ,+w k- 1
[ x [ Tw 1+ ,+wk

.这里的 k应该是w 1, ,, w n的

适合函数,即 k S k (X1, ,, Xn ).

定义 1 给定 k = 1, 2, ,, 实数 T1, T2, ,, Tk,多项式系 {Ak (x; T1, T2, ,Tk ) }满足:

A 0 ( x ) = 1,

A 1 ( x ) = x + T1,

A 2 ( x ) =
1

2
x
2
+ T1x + T2,

A
c
k ( x ) = A k- 1 ( x ),

则称此多项式系为 Appe ll多项式系.

引理 1 对于模型 (1),假设 S1, S2, ,, Si, ,是独立的, Si ~ exp(Ki ), E [ Si ] =
1
Ki

, Ki > 0, i = 1, 2,

,, k S k ( X1, ,, Xn ),则:

E
X1\1

,
Xn\1

P X1, X 2, ,, Xn e
- Qkx

K1K2 ,Kk

Q
k

k
E
k- 1

j= 0
( - 1)

j
bj ( z1, ,, zj )Q

j

k E
k- j- 1

m = 0

( Qk x )
m

m!
\ P (T > x ) \

E
X1\ 1

,
Xn\1

PX
1
, X

2
, ,, X

n
e
- L

k
x K1K2 ,Kk

L
k

k
E
k- 1

j= 0

( - 1)
j
bj ( z1, ,, zj ) L

j

k E
k- j- 1

m = 0

( Lk x )
m

m!
,

其中 Tn- 1 [ x [ Tn, Qk = m in{K1, ,, Kk }, Lk = m ax {K1, ,, Kk }.

bj ( z1, ,zj ) = ( - 1)
j+ 1 z

j

j

j!
+ ( - 1)

j+ 2 z
j- 1
j

( j - 1)!
b1 ( z1 ) + , + (- 1)

j+ j z
1
j

1!
bj- 1 ( z1, ,, z j- 1 ),

b0 S 1, b1 ( z1 ) = z1.

证明见文献 [ 5].

引理 2 P T 1 [ t1, ,, T k [ tk {Tk [ x } H {T k+ 1 > x } = P (�T 1 [ t1, ,, �T k [ tk ),其中 �T 1 [ t1, ,,

�Tk [ tk是在 (0, x ) k个独立的不同分布的次序统计量.

引理 3 �T 1 [ t1, ,, �T k [ tk的联合密度函数为:

f�T
1
, ,, �T

k
( t1, ,, tk ) =

k!

x
k , 0 [ t

1
[ , [ t

k
[ x,

0, 否则.

引理 4 记 A i (y ) > A i ( y; c1, , ci ) = Q
q
2

c1

, Q
q
i

ci- 1
Q
y

ci

1dq1 , dqi, 则:

A i ( y; c1, ,, ci ) = E
i

j= 0

( - 1)
j bj

( i- j)!
y
i- j
.

若令:

Cj = (- 1)
j
bj, j = 0, 1, ,, ( 2)

即 Cj = A i (0; c1, ,, cj ),则

A i ( y; c1, ,, ci ) = E
i

j= 0

Cj
( i - j)!

y
i- j
, ( 3)

其中:
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bj ( c1, ,ci ) = de t

c1

1!
1 0 , 0

c
2
2

2!

c
1
2

1!
1 , 0

c
3
3

3!

c
2
3

2!

c
1
3

1!
, 0

s s s s

c
j- 1
j- 1

( j - 1)!

c
j- 2
j- 1

( j - 2)!

c
j- 3
j- 1

( j - 3)!
, 1

c
j

j

j!

c
j- 1
j

( j - 1)!

c
j- 2
j

( j - 2)!
,

c
1
j

1!

,

b0 S 1, b1 ( c1 ) = c1.

证明  由 A i ( y ) 的定义式,我们知道:

Aci ( y ) = A i ( y - 1), A i ( ci; c1, ,, ci ) S 0, i = 1, 2, ,, A 0 S 1.

为了证明 (3)式,令

B i ( y; c1, ,, ci ) = E
i

j= 0

( - 1)
j bj

( i - j)!
y
i- j
,

dB i ( y )

dy
= E

i- 1

j= 0

(- 1)
j bj

( i- j - 1)!
y
i- j- 1

= B i- 1 ( y ),

即
dB i ( y )

dy
= B i- 1 ( y ).

B i ( ci; c1, ,, ci ) = Di0,对 i = 0显然. 但是对于 i X 0,我们从 (2)式知:当 k = i, z j = cj, j = 1, 2, ,,

i- 1, x = ci. 所以, B 0, B 1, ,, Bn, ,组成了 A 0, A 1, ,, An, ,,即 B i S A i.

2 主要结论和证明

定理 1 对于风险模型

U ( t) = h ( t) - S t, S t = E
N t

i= 1

W i,

FY ( y1, ,, y2 )表示 Y = (Y1, ,, Yk )的分布函数,其他假设条件与记号同上,则在 ( 0, x )内不破产的概率

为:

P (T > x ) = e
-Kx

1 + E
]

k= 1
K
k Q

h ( x)

0 Q
h( x )

y 1

, Q
h ( x)

yk- 1

Ak (x; h
- 1
( y1 ), ,h

- 1
(yk ) ) dFY ( y1, ,, yk ) . ( 4)

定理 2 对于风险模型

U ( t) = h ( t) - S t, S t = E
N t

i= 1

W i,

Yj = W1 + , + W j, j = 1, 2, ,, k, FW ( X1, ,, X2 )表示 W = (W1, ,, W k )的分布函数, TXi > h
- 1
( Xi ),

zj = TX1+,X j
= h

- 1
(X1 + ,+ Xj ), j = 1, 2, ,, k.其他假设条件与记号同上,则在 ( 0, x )内不破产的概率为:

P (T > x ) = e
- Kx

1 + E
]

k= 1
K
k Q

h (x )

0 Q
h ( x)

X1
,

Q
h( x)

X1+ ,+Xk- 1

A k ( x; h
- 1
( X1 ), ,, h

- 1
(X1 + , + Xk- 1 ) ) dFW (X1, ,, Xk ) =

e
- Kx

1 + E
]

k= 1

K
k Q

h (x )

0 Q
h ( x)

X
1

, Q
h ( x)

X
1
+ ,+ X

k- 1

A k ( x; z1, ,, zk ) dFW ( X1, ,, Xk ) . ( 5)

定理 1的证明

{T > x } = H
]

j= 1
[ ( h

- 1
( Yj ) < T j ) G { x < T j } ],

)30)
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{T > x } = {T > x } H 8 = {T > x } H ( G
]

k= 0
{N x = k} ) = G

]

k= 0
{T > x } H {N x = k },

P (T > x ) = P G
]

k= 0
{T > x } H {N x = k} = E

]

k= 0
P ( {T > x } H {N x = k } ) =

E
]

k= 0

P (N x = k )P ( {T > x } H {N x = k } ) = E
]

k= 0

( Kx )
k

k!
e
-Kx
P (T > x | {T k [ x } H {T k+ 1 > x } ) =

E
]

k= 0

( Kx )
k

k!
e
- Kx
P H

]

j= 1
[ ( h

- 1
( Yj ) < T j ) G {x < T j } ] | {Tk [ x } H {T k+ 1 > x } =

E
]

k= 0

( Kx )
k

k!
e
- Kx
P H

]

j= 1
[ ( h

- 1
( Yj ) < T j ) G {x < T j } ] H {Tk [ x } H {T k+ 1 > x }

{Tk [ x } H {T k+ 1 > x } =

E
]

k= 0

( Kx )
k

k!
e
-Kx
P H

k

j= 1
[ ( h

- 1
( Yj ) < T j ) H {T k [ x } H {Tk+ 1 > x } ]

G H
]

j= k+ 1
[ ( h

- 1
( Yj ) < T j ) H {T k [ x } H {T k+1 > x } ] G [ {x < T j } H {Tk [ x } H {T k+ 1 > x } ] =

E
]

k = 0

( Kx )
k

k!
e
- Kx

P H
k

j= 1
( h

- 1
( Yj ) < T j ) {Tk [ x } H {T k+ 1 > x } .

由引理 1、引理 3知:

P (T > x ) = E
]

k= 0

( Kx )
k

k!
e
- Kx
P H

k

j= 1
( h

- 1
( Yj ) < T j ) =

E
]

k = 0

(Kx )
k

k!
e
- Kx Q

0[ y1[ ,[ yk[ h (x )

, QP H
k

j= 1
( h

- 1
( Yj ) < T j ) dFY ( y1, ,, yk ) =

E
]

k = 0

(Kx )
k

k!
e
- Kx Q

0[ y1[ ,[ y k[ h (x )

, Q Q
h- 1( y1) < t1< x

,
h- 1(y k ) < tk< x

t1[ t2[ ,[ tk

, Qk!xk dFY ( y1, ,, yk ) =

E
]

k= 0

( Kx )
k

k!
e
- Kx Q

0[ y1[ ,[ yk [ h ( x)

, Qk!xk Q
x

h- 1( y
1
) Q

x

m ax( h- 1( y
2
, t
1
)
, Q

x

m ax( h- 1( y
k
, t

k- 1
)
dtk, t1 dFY ( y1, ,, yk ) =

e
- Kx

1 + E
]

k= 1
Q

0[ y1[ ,[ y
k
[ h ( x)

, QA k ( x; h
- 1
(y1 ), ,, h

- 1
(yk ) ) dFY ( y1, ,, yk ) ,

这里: Ak (x, h
- 1
( y1 ), ,, h

- 1
( yk ) ) = Q

x

h- 1( y1)
Q
x

m ax( h- 1( y2, t1)
, Q

x

m ax( h- 1( yk, tk- 1)
dtk, t1.

容易验证: A 0 ( x ) S 1, [Ak (x; h
- 1
( y1 ), ,, h

- 1
( yk ) ) ]

c
= A k- 1 ( x; h

- 1
( y1 ), ,, h

- 1
(yk- 1 ) ).

证毕.

由定理 1, 定理 2不难证明.
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