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[摘要 ]  本文研究了亚纯函数及其导数弱权分担小函数的惟一性问题, 推广和改进了 L iu L P和 Gu Y X, Zhang

J L和 Yang L Z,以及 L in S H 和 L inW C等人的相关结果.
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1 主要结果

设 f ( z )是开平面上的非常数的亚纯函数,我们将使用 N evan linna值分布论中的一些标准记号 (可参

考 [ 1, 2] ),如T ( r, f ), m ( r, f ), N ( r, f ), S ( r, f ), ,, 这里 S ( r, f ) = o (T ( r, f ) ), r y ] 可能除去一个集

合 E. E为具有有穷线性测度的实数集,每次出现不必相同.对任意一个常数 a, 我们定义

( ( a, f ) = 1 - l im sup
ry ]

�N r,
1

f - a

T ( r, f )
.

设 a为一有限复数, k是一正整数. 我们记 �N k ) r,
1

f - a
表示 f - a的零点重级 [ k的精简密指量;

�N ( k r,
1

f - a
表示 f - a的零点重级 \ k的精简密指量; N p r,

1

f - a
表示 f - a的零点的密指量, 这里设 f -

a的零点重级为 m,若 m [ p,则计 m次;若 m > p,则计 p次.即

N p r,
1

f - a
= �N r,

1

f - a
+ �N ( 2 r,

1

f - a
+ , + �N ( p r,

1

f - a
.

我们定义

Dp ( a, f ) = 1 - lim sup
ry ]

N p r,
1

f - a
T ( r, f )

,
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这里 p是一正整数. 类似可定义

N p ( r, f ) = �N ( r, f ) + �N ( 2 ( r, f ) + , + �N ( p ( r, f ).

显然, 当 q \ p时,有 Dp ( a, f ) \ Dq ( a, f ) \ D( a, p ).这里

D( a, f ) = 1 - lim sup
ry ]

N r,
1

f - a
T ( r, f )

.

设 f, g为两个非常数的亚纯函数, 若 f - a与 g - a有相同的零点且其重级也相同,则称 f与 g分担 aCM;若

f - a与 g - a有相同的零点 (不计重数 ),则称 f与 g分担 aIM.若 f与 g分担 1IM,我们记 �N L r,
1

f - 1
表示

f - 1的零点重级大于 g - 1的零点重级的精简密指量. 类似可定义 �N L r,
1

g - 1
等.

设 a是一亚纯函数,若 a满足 T ( r, a) = S ( r, f ),则称 a是 f的小函数.用 S ( f )表示 f的所有小函数的

集合. 设 f, g为两个非常数的亚纯函数, a I S (f ).我们用N E ( r, a )表示 f与 g的同级公共 a -值点的密指

量, N 0 ( r, a)表示 f与 g的公共 a -值点的密指量 (计重数 ); �N E ( r, a )和 �N 0 ( r, a )分别表示相应于N E ( r, a)

和 N 0 ( r, a )的精简密指量. 如果

�N r,
1

f - a
+ �N r,

1
g - a

- 2�N E ( r, a) = S ( r, f ) + S ( r, g ),

则称 f与 g分担 a/ CM 0.如果

�N r,
1

f - a
+ �N r,

1

g - a
- 2�N 0 ( r, a) = S ( r, f ) + S ( r, g ),

则称 f与 g分担 a/ IM 0.

此外,为叙述方便,我们引入以下记号:

设 f, g为两个非常数的亚纯函数, a I S (f ) H S ( g ),且 f与 g分担 a/ IM 0, k是一正整数或 ] .我们用

�N
E

k ) ( r, a )表示 f与 g的同级公共 a - 值点的精简密指量, 且其重级 [ k; �N
0
( k ( r, a )表示 f与 g的公共 a -值

点 的精简密指量,且其重级 \ k.

设 f, g为两个非常数的亚纯函数, a I S ( f ) H S ( g ). 若 k是一正整数或 ] ,且

�N k) r,
1

f - a
- �N

E

k) ( r, a ) = S ( r, f ), �N k) r,
1

g - a
- �N

E

k) ( r, a ) = S ( r, g ),

�N ( k+ 1 r,
1

f - a
- �N

0
( k+1 ( r, a) = S ( r, f ), �N ( k+ 1 r,

1

g - a
- �N

0
k ) ( r, a ) = S ( r, g ),

或若 k = 0,且

�N r,
1

f - a
- �N

0
( r, a ) = S ( r, f ), �N r,

1

g - a
- �N

0
( r, a ) = S ( r, g ),

则称 f与 g弱权分担 a,权数为 k,记为 f与 g分担 / ( a, k ) 0.这些概念见文献 [ 3] .

显然,若 f与 g分担 / ( a, k ) 0,则对任意的 p ( 0 [ p [ k ),都有 f与 g分担 / ( a, p ) 0.而且,我们也可知

f与 g分担 a / IM 0或 / CM 0分别等价于 f与 g分担 / ( a, 0) 0或 / ( a, ] ) 0.

注 1 从本质上来说, 弱权分担与带权分担差别甚微.尤其在惟一性理论中,其结果是相同的.

在 2004年, L iu L P和 GuY X
[ 4]
证明了

定理 A  设 k \ 1, f为非常数的亚纯函数, a I S ( f )且满足 a ¢ 0, ] .若 f与 f
( k)
分担 aCM, f

( k )
与 a

没有同级公共极点,且 2D( 0, f ) + 4( ( ] , f ) > 5,则 f S f
( k )

.

定理 B 设 k \ 1, f为非常数的整函数, a I S ( f )且满足 a ¢ 0, ] .若 f与 f
( k)
分担 aCM, 且 D( 0, f ) >

1
2

,则 f S f
( k)

.

自然地要问:如果将定理 A - B中的 f
( k )

( z )换为较一般的线性微分多项式 L (f ),结论是否仍成立?这

里

L ( f ) = f
( k )

+ ak- 1f
( k- 1)

+ , + a0 f, ( 1)

其中 a j ( z) ( j = 0, 1, ,, k - 1)是多项式.
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在 2007年, Zhang J L和 Yang L Z
[ 5]
证明了

定理 C 设 k \ 1, f为非常数的亚纯函数, a I S (f )且满足 a ¢ 0, ] , L (f )如 ( 1)定义. 若 f与 L ( f )

分担 aIM,且 5D( 0, f ) + (2k + 6) ( ( ] , f ) > 2k + 10,则 f S L (f ).

定理 D 设 k \ 1, f为非常数的亚纯函数, a I S (f )且满足 a ¢ 0, ] , L ( f )如 ( 1)定义. 若 f与 L ( f )

分担 aCM,且 2D( 0, f ) + 3( ( ] , f ) > 4,则 f S L (f ).

在 2006年, L in S H和 L inW C
[ 3]
从弱权分担的角度改进了定理 A - B, 他们证明了

定理 E 设 k \ 1, 2 [ m [ ] , f为非常数的亚纯函数, a I S ( f )且满足 a ¢ 0, ] .若 f与 f
( k)
分担 / ( a,

m ) 0, 且 2D2+ k ( 0, f ) + 4( ( ] , f ) > 5,则 f S f
( k)

.

定理 F  设 k \ 1, f为非常数的亚纯函数, a I S ( f )且满足 a ¢ 0, ] .若 f与 f
( k)
分担 / ( a, 1) 0,且

5

2
D2+ k ( 0, f ) +

k + 9

2
( ( ] , f ) >

k

2
+ 6, 则 f S f

( k)
.

定理 G  设 k \ 1, f为非常数的亚纯函数, a I S ( f )且满足 a ¢ 0, ] . 若 f与 f
( k)
分担 a/ IM 0, 且

5D2+ k ( 0, f ) + ( 2k + 7) ( ( ] , f ) > 2k + 11, 则 f S f
( k )

.

同样地,我们可以考虑将定理 E - G中的 f
( k)

( z) 换为 L ( f )的情形.基于这个想法, 我们证明了

定理 1 设 k \ 1, f为非常数的亚纯函数, a I S ( f )且 a ¢ 0, ] , L ( f )如 (1)定义.若 f与 L (f )分担

/ ( a, 2) 0,且 D2 (0, f ) + D2+ k ( 0, f ) + 3( ( ] , f ) > 4,则 f S L (f ).

定理 2 设 k \ 1, f为非常数的亚纯函数, a I S (f )且 a ¢ 0, ] , L ( f )如 ( 1)定义. 若 f与 L ( f )分担

/ ( a, 1) 0,且 D2 (0, f ) +
3
2
D2+ k ( 0, f ) +

k + 7
2

( ( ] , f ) >
k
2

+ 5, 则 f S L ( f ).

定理 3 设 k \ 1, f为非常数的亚纯函数, a I S (f )且 a ¢ 0, ] , L ( f )如 ( 1)定义. 若 f与 L ( f )分担

a/ IM 0,且 2D2 (0, f ) + 3D2+ k ( 0, f ) + (2k + 6) ( ( ] , f ) > 2k + 10, 则 f S L ( f ).

很显然,上述定理推广并改进了定理 A - G的结果.

若 f为非常数的整函数,则 ( ( ] , f ) = 1.于是我们有以下结果:

推论 1 设 k \ 1, f为非常数的整函数, a I S (f )且 a ¢ 0, ] , L ( f )如 ( 1)定义. 若 f与 L ( f )分担 / ( a,

2) 0,且 D2 ( 0, f ) + D2+ k (0, f ) > 1, 则 f S L (f ).

推论 2 设 k \ 1, f为非常数的整函数, a I S (f )且 a ¢ 0, ] , L (f )如 ( 1)定义. 若 f与L (f )分担 / ( a,

1) 0,且 D2 ( 0, f ) +
3
2
D2+ k ( 0, f ) >

3
2

, 则 f S L (f ).

推论 3 设 k \ 1, f为非常数的整函数, a I S (f )且 a ¢ 0, ] , L (f )如 ( 1)定义. 若 f与 L ( f ) 分担

a/ IM 0,且 2D2 (0, f ) + 3D2+ k ( 0, f ) > 4, 则 f S L (f ).

2 主要引理

为了证明我们的定理,需要以下一些引理.

引理 1
[ 6]  设 f为非常数亚纯函数, k是一正整数.则

( i) N r,
1

f
( k ) [ T ( r, f

( k)
) - T ( r, f ) + N r,

1

f
+ S ( r, f ),

( ii) N r,
1

f
( k) [ N r,

1

f
+ k�N ( r, f ) + S ( r, f ).

引理 2
[ 5]  设 f为超越亚纯函数, L (f )如 ( 1)定义.若 L ( f ) ¢ 0,则

( i) N r,
1

L
[ T ( r, L ) - T ( r, f ) + N r,

1

f
+ S ( r, f ),

( ii) N r,
1

L
[ N r,

1

f
+ k�N ( r, f ) + S ( r, f ).

实质上,若 f为亚纯函数,结论仍然成立.

引理 3 设 f为非常数亚纯函数, k是一正整数, L ( f ) 如 (1)定义. 若 L (f ) ¢ 0, 则

( i) N 2 r,
1

L
[ T ( r, L ) - T ( r, f ) + N 2+ k r,

1

f
+ S ( r, f ),
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( ii) N 2 r,
1
L

[ N 2+ k r,
1
f

+ k�N ( r, f ) + S ( r, f ).

证明  ( i)由引理 2( i),有

N 2 r,
1
L

+ E
]

p = 3
�N ( p r,

1
L

= N r,
1
L

[ T ( r, L ) - T ( r, f ) + N r,
1
f

+ S ( r, f ) =

T ( r, L ) - T ( r, f ) + N 2+ k r,
1
f

+ E
]

p = 3+ k

�N ( p r,
1
f

+ S ( r, f ),

即

N 2 r,
1
L

[ T ( r, L ) - T ( r, f ) + N 2+ k r,
1
f

+ E
]

p = 3+ k

�N ( p r,
1
f

- E
]

p= 3
�N (p r,

1
L

+ S ( r, f ) [

T ( r, L ) - T ( r, f ) + N 2+ k r,
1
f

+ S ( r, f ).

( ii) 由引理 2( ii), 同 ( i)可以证得.

3 定理的证明

定理 1的证明  令

F =
L ( f )

a
, G =

f

a
. ( 2)

由定理 1的条件可知: F与 G分担 / ( 1, 2) 0.由 ( 2) 有

�N ( r, F ) = �N ( r, G ) + S ( r, f ) = �N ( r, f ) + S ( r, f ). ( 3)

显然, f为超越亚纯函数,则有 T ( r, a j ) = S ( r, f ), j = 0, 1, ,, k - 1.

设

H =
F d
F c

- 2 F c
F - 1

-
G d
G c

+ 2 G c
G - 1

, ( 4)

假设H ¢ 0,则有

N 1) r,
1

F - 1
[ �N r,

1

H
+ S ( r, F ) + S ( r, G ) [

T ( r, H ) + S ( r, F ) + S ( r, G ) = N ( r, H ) + S ( r, F ) + S ( r, G ). ( 5)

由 ( 3)和 ( 4),有

N ( r, H ) [ �N ( r, F ) + �N ( 2 r,
1

F
+ �N ( 2 r,

1

G
+ �N L r,

1

F - 1
+

�N L r,
1

G - 1
+ N 0 r,

1

F c
+ N 0 r,

1

G c
+ S ( r, F ) + S ( r, G ).

这里N 0 r,
1

F c
表示 F c的零点但非 F (F - 1) 的零点的密指量; N 0 r,

1

G c
类似定义.

再结合 ( 5), 我们得到

N 1) r,
1

F - 1
[ �N ( r, F ) + �N ( 2 r,

1
F

+ �N ( 2 r,
1
G

+ �N L r,
1

F - 1
+ �N L r,

1
G - 1

+

N 0 r,
1

F c
+ N 0 r,

1
G c

+ S ( r, F ) + S ( r, G ). ( 6)

由 N evan linna第二基本定理,得

T ( r, F ) [ �N ( r, F ) + �N r,
1

F
+ �N r,

1
F - 1

- N 0 r,
1

F c
+ S ( r, F ), ( 7)

这里N 0 r,
1

F c
同上定义.

因为 F与 G分担 / ( 1, 2) 0,则有

�N ( 2 r,
1

G - 1
+ �N L r,

1

F - 1
+ �N L r,

1

G - 1
+ N 0 r,

1

G c
+ N r,

1

G
- �N r,

1

G
[ N r,

1

G c
.
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再结合引理 1( ii),有

�N ( 2 r,
1

G - 1
+ �N L r,

1
F - 1

+ �N L r,
1

G - 1
+ N 0 r,

1
G c

[ �N r,
1
G

+ �N ( r, G ) + S ( r, G ), ( 8)

注意到

�N r,
1

F - 1
= N 1) r,

1

F - 1
+ �N ( 2 r,

1

F - 1
= N 1) r,

1

F - 1
+ �N ( 2 r,

1

G - 1
, ( 9)

结合 ( 6) ~ ( 9),并应用 ( 3), 得

T ( r, F ) [ 3�N ( r, F ) + N 2 r,
1
F

+ N 2 r,
1
G

+ S ( r, F ) + S ( r, G ).

将 ( 2)代入上式,即

T ( r, L ) [ 3�N ( r, f ) + N 2 r,
1

L
+ N 2 r,

1

f
+ S ( r, f ).

再应用引理 3( i) ,得

T ( r, f ) [ N 2 r,
1

f
+ N 2+ k r,

1

f
+ 3�N ( r, f ) + S ( r, f ),

从而有 D2 (0, f ) + D2+ k ( 0, f ) + 3( ( ] , f ) [ 4,但这与定理 1的条件相矛盾.

因此, H S 0, 即

F d
F c

- 2
F c

F - 1
S G d

G c
- 2

G c
G - 1

.

积分两次可得:

1
G - 1

=
A

F - 1
+ B,

这里 A ( X 0)、B为常数.

于是, 有

G =
(B + 1)F + (A - B - 1)

BF + (A - B )
, (10)

且 T ( r, G ) = T ( r, F ) + S ( r, f ).

现分三种情形讨论:

情形 1 假设 B X - 1, 0.

若 A - B - 1 = 0,则由 ( 10) 有 G =
(B + 1)F

BF + 1
.从而有 �N r,

1

F +
1

B

= �N ( r, G ).

由 N evan linna第二基本定理,得

T ( r, F ) [ �N ( r, F ) + �N r,
1

F
+ �N r,

1

F +
1
B

+ S ( r, F ),

即 T ( r, L ) [ 2�N ( r, f ) + �N r,
1

L
+ S ( r, f ) [ 2�N ( r, f ) + N 2 r,

1

L
+ S ( r, f ).

再由引理 3( i) ,得

T ( r, f ) [ N 2+ k r,
1

f
+ 2�N ( r, f ) + S ( r, f ),

从而有 D2+ k (0, f ) + 2( ( ] , f ) [ 2,但这与定理 1的条件相矛盾.

若 A - B - 1 X 0,则由 ( 10) 有 �N
r,

1

F +
A - B - 1

B + 1

= �N r,
1
G

.

由 N evan linna第二基本定理,得

T ( r, F ) [ �N ( r, F ) + �N r,
1
F

+ �N
r,

1

F +
A - B - 1

B + 1

+ S ( r, F ),

)36)
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即 T ( r, L ) [ �N ( r, f ) + �N r,
1
L

+ �N r,
1
f

+ S ( r, f ) [ �N ( r, f ) + N 2 r,
1
L

+ N 2 r,
1
f

+ S ( r, f ).

再由引理 3( i) ,得

T ( r, f ) [ N 2 r,
1
f

+ N 2+ k r,
1
f

+ �N ( r, f ) + S ( r, f ),

从而有 D2 (0, f ) + D2+ k ( 0, f ) + ( ( ] , f ) [ 2,但这与定理 1的条件相矛盾.

情形 2 假设 B = - 1.则由 (10) 有

G =
- A

F - (A - 1)
. (11)

若 A + 1 = 0, 则 FG S 1, 即

f# L ( f ) S a
2
. (12)

由 ( 12)有

N ( r, f ) + N r,
1

f
= S ( r, f ).

从而

T r,
f

( k )

f
= N r,

f
( k)

f
+ S ( r, f ) [ N ( r, f ) + N r,

1

f
+ k�N ( r, f ) + S ( r, f ) = S ( r, f ).

于是, 可得 T r,
L

f
= S ( r, f ). 因此,

2T r,
f
a

= T r,
f
2

a
2 = T r,

a
2

f
2 + O (1) = T r,

L
f

+ O ( 1) = S ( r, f ),

则 T ( r, f ) = S ( r, f ), 但这与 f为超越亚纯函数矛盾.

若 A + 1 X 0, 则由 ( 11)有 �N r,
1

F - (A - 1)
= �N ( r, G ).下同情形 1中前者可得矛盾.

情形 3 假设 B = 0.则由 ( 10) 有

G =
F + (A - 1)

A
. (13)

若 A - 1 = 0, 则由 ( 13)有 F S G,即 f S L ( f ).

若 A - 1 X 0, 则由 ( 13)有 �N r,
1

F + (A - 1)
= �N r,

1
G

.下同情形 1中后者可得矛盾.

综上所述,定理 1得证.

定理 2的证明  令 F、G如 ( 2) 定义.由定理 2的条件知: F与 G分担 / ( 1, 1) 0.

同定理 1中 ( 8)类似可得

�N ( 2 r,
1

G - 1
+ �N L r,

1
G - 1

+ N 0 r,
1

G c
[ �N r,

1
G

+ �N ( r, G ) + S ( r, G ). (14)

结合 ( 3), (6), ( 7), ( 9), ( 14),有

T ( r, F ) [ 3�N ( r, F ) + N 2 r,
1
F

+ N 2 r,
1
G

+ �N L r,
1

F - 1
+ S ( r, F ) + S ( r, G ). (15)

因

�N L r,
1

F - 1
[ 1

2
N r,

F

F c
[ 1

2
T r,

F c
F

+ O ( 1) =
1
2

N r,
F c
F

+ S ( r, F ) [

1
2
�N ( r, F ) +

1
2
�N r,

1

F
+ S ( r, F ) [ 1

2
�N ( r, f ) +

1
2
�N r,

1

L
+ S ( r, f ) [

1
2
�N ( r, f ) +

1
2

N 2 r,
1

L
+ S ( r, f ),

再结合 ( 2)、( 15),并应用引理 3,得

T ( r, L ) [ 3�N ( r, f ) + N 2 r,
1

L
+ N 2 r,

1

f
+

1

2
�N ( r, f ) +

1

2
N 2 r,

1

L
+ S ( r, f ) [

)37)
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3�N ( r, f ) + T ( r, L ) - T ( r, f ) + N 2+ k r,
1
f

+ N 2 r,
1
f

+
1
2
�N ( r, f ) +

1
2

N 2+ k r,
1
f

+

k

2
�N ( r, f ) + S ( r, f ) =

k + 7

2
�N ( r, f ) + T ( r, L ) - T ( r, f ) +

3

2
N 2+ k r,

1

f
+ N 2 r,

1

f
+ S ( r, f ),

即

T ( r, f ) [ N 2 r,
1
f

+
3
2

N 2+ k r,
1
f

+
k + 7
2
�N ( r, f ) + S ( r, f ).

从而有 D2 (0, f ) +
3

2
D2+ k ( 0, f ) +

k + 7

2
( ( ] , f ) [ k

2
+ 5,但这与定理 2的条件相矛盾.

因此, H S 0. 下同定理 1的证明类似,从而定理 2得证.

定理 3的证明  令 F、G如 ( 2) 定义.由定理 3的条件知: F与 G分担 1/ IM 0.

令 H如 ( 4)定义.假设 H ¢ 0. 经过简单的计算可知: F - 1与 G - 1的公共简单零点是H的零点,则

N 11 r,
1

F - 1
[ �N r,

1

H
+ S ( r, F ) + S ( r, G ) [ N ( r, H ) + S ( r, F ) + S ( r, G ),

这里N 11 r,
1

F - 1
表示 F - 1与 G - 1的公共简单零点的密指量.

于是,有

N 11 r,
1

F - 1
[ �N ( r, F ) + �N ( 2 r,

1

F
+ �N ( 2 r,

1

G
+ �N L r,

1

F - 1
+ �N L r,

1

G - 1
+

N 0 r,
1

F c
+ N 0 r,

1

G c
+ S ( r, F ) + S ( r, G ). (16)

由 N evan linna第二基本定理,得

T ( r, F ) + T ( r, G ) [ �N ( r, F ) + �N r,
1

F
+ �N r,

1

F - 1
- N 0 r,

1

F c
+

�N ( r, G ) + �N r,
1

G
+ �N r,

1

G - 1
- N 0 r,

1

G c
+ S ( r, F ) + S ( r, G ). (17)

因 F与 G分担 1/ IM 0,则有

�N r,
1

F - 1
+ �N r,

1
G - 1

= 2�N r,
1

G - 1
+ S ( r, F ) + S ( r, G ) [

N 11 r,
1

F - 1
+ �N L r,

1

F - 1
+ N r,

1

G - 1
+ S ( r, F ) + S ( r, G ) [

N 11 r,
1

F - 1
+ �N L r,

1
F - 1

+ T ( r, G ) + S ( r, F ) + S ( r, G ). (18)

结合 ( 16) ~ ( 18), 得

T ( r, F ) [ 3�N ( r, F ) + N 2 r,
1

F
+ N 2 r,

1

G
+ 2�N L r,

1

F - 1
+ �N L r,

1

G - 1
+ S ( r, F ) + S ( r, G ).

(19)

注意到

�N L r,
1

F - 1
[ N r,

F

F c
[ T r,

F c
F

+ O ( 1) [ N r,
F c
F

+ S ( r, F ) [

�N ( r, F ) + �N r,
1

F
+ S ( r, F ) [ �N ( r, f ) + �N r,

1

L
+ S ( r, f ) [

�N ( r, f ) + N 2 r,
1
L

+ S ( r, f ).

类似的,有

�N L r,
1

G - 1
[ �N ( r, f ) + N 2 r,

1

f
+ S ( r, f ).

将 ( 2)代入 (19),并应用引理 3,得

)38)
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T ( r, L ) [ 3�N ( r, f ) + N 2 r,
1
L

+ N 2 r,
1
f

+ 2�N ( r, f ) + 2N 2 r,
1
L

+ �N ( r, f ) + N 2 r,
1
f

+ S ( r, f ) [

6�N ( r, f ) + T ( r, L ) - T ( r, f ) + 3N 2+ k r,
1

f
+ 2k�N ( r, f ) + 2N 2 r,

1

f
+ S ( r, f ) [

( 2k + 6)�N ( r, f ) + T ( r, L ) - T ( r, f ) + 3N 2+ k r,
1

f
+ 2N 2 r,

1

f
+ S ( r, f ),

即 T ( r, f ) [ 2N 2 r,
1
f

+ 3N 2+ k r,
1
f

+ (2k + 6)�N ( r, f ) + S ( r, f ).

从而有 2D2 (0, f ) + 3D2+ k ( 0, f ) + (2k + 6) ( ( ] , f ) [ ( 2k + 10),但这与定理 3的条件相矛盾.

因此, H S 0. 下同定理 1的证明类似,从而定理 3得证.

注 2 不难证明 ( 1) 式 L (f )中的 a j ( z) 为 f的小函数时,上述定理仍然成立.

致谢  感谢审稿人的仔细审阅与有益建议!
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